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Тема: Повторение изученного материала.

КОНСПЕКТ ЛЕКЦИЙ
по учебной дисциплине
ОУД. 04 Математика 
(включая алгебру и начала математического анализа, геометрию)

Раздел 1.Развитие понятия о числе
Тема 1: Числа
1.1. Целые и рациональные числа
Числа, употребляемые для счета предметов, называют натуральными числами, т. е. с числами 1, 2,3, 4, 5, ... . При сложении и умножении натуральных чисел всегда получаются натуральные числа. Однако разность и частное натуральных чисел могут не быть натуральными числами.
Дополнением натуральных чисел нулём и отрицательными числами (т. е. числами, противоположными натуральным) множество натуральных чисел расширяется до множества целых чисел, т. е. чисел 0, ±1, ±2, ±3, . . . . При сложении, вычитании и умножении целых чисел всегда получаются целые числа. Однако частное двух целых чисел может не быть целым числом. Введение рациональных чисел, т. е. чисел вида , где m— целое число, n— натуральное число, позволило находить частное любых двух целых чиселпри условии, что делитель не равен нулю. Каждое целое число m также является рациональным, так как его можно представить в виде При выполнении четырёх арифметических действий (кроме деления на нуль) над рациональными числами всегда получаются рациональные числа. Если рациональное число можно представить в виде дроби , где m — целое число, к - натуральное число, то его можно записать в виде конечной десятичной дроби. Например, число  можно записать так: 1,23.  Существуют рациональные числа, которые нельзязаписать в виде конечной десятичной дроби, например . Если, например, попытаться записать число в виде десятичной дроби, используяалгоритм деления уголком, то получится бесконечная
десятичная дробь 0,3333..., которую называютпериодической, повторяющуюся цифру 3 — её периодом.
Периодическую дробь 0,333... коротко записывают так: 0,(3); читается: «Нуль целых и три в периоде».
Вообще, периодическая дробь — это бесконечная десятичная дробь, у которой, начиная с некоторого десятичного знака, повторяется одна и та же  цифра или группа цифр — период дроби.
Например, десятичная дробь 23,14565656... = 23,14(56)  периодическая с периодом 56; читается «23 целых, 14 сотых и 56 в периоде».Вообще, при делении целого числа m на натуральное число  на некотором шаге остаток может стать равным нулю или остатки начинают повторяться, так как каждый из остатков меньше n. Тогда начинают повторяться и цифры частного. В первом случае в результате деления получается целое число или конечная десятичная дробь, во втором случае — бесконечная десятичная периодическая дробь. Заметим, что каждое целое число или конечную десятичнуюдробь можно считать и бесконечной десятичной периодической дробью с периодом, равным нулю. Итак, каждое рациональное число можно представить в виде бесконечной периодической десятичной дроби. Справедливо и обратное утверждение: каждая бесконечная периодическая десятичная дробь является рациональным числом, так как может быть
представлена в виде дроби, где m— целое число, n— натуральное число.

1.2. Действительные числа
Любое рациональное число можно записать в виде бесконечной десятичной периодической дроби и каждая бесконечная
десятичная периодическая дробь является рациональным числом. Если же бесконечная десятичная дробь непериодическая, то она не является рациональным числом. Например, дробь 0,101001000100001..., в которой после первой цифры 1 стоит один нуль, после второй цифры 1 — два нуля и, вообще, после n-й цифры стоит n нулей, не является периодической. Поэтому написанная дробь не представляет никакого рационального числа. В этом случае говорят, что данная дробь является иррациональным числом.
Иррациональным числом называется бесконечнаядесятичная непериодическая дробь.
Иррациональные числа, как и рациональные, могутбыть положительными и отрицательными.Например, число 0,123456..., в котором после запятойзаписаны подряд все натуральные числа,является положительным иррациональным числом.Число -5,246810..., в котором после запятойзаписаны подряд все чётные числа, являетсяотрицательным иррациональным числом.
Числа ,  также являются иррациональными,так как можно доказать, что они могутбыть представлены ввиде бесконечных десятичныхнепериодических дробей.
Рациональные и иррациональные числа образуютмножество действительных (или вещественных)чисел.
Множество действительных чисел обозначается -  R.
Действительным числом называется бесконечнаядесятичная дробь, т. е. дробь вида +или где — целое неотрицательное число, каждая из букв — это одна из десяти цифр: 0, 1,
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
Действительное число может быть положительным, отрицательным или равным нулю. Бесконечная десятичная дробь равна нулю, если все цифры в её записи — нули. Положительное действительное число — это десятичная дробь, не равная нулю, со знаком «+», а отрицательное — со знаком « - ». Знак «+» перед дробью обычно опускается.

1.3. Приближенные вычисления. Приближенное значение величины и погрешности приближений
Арифметическиеоперации над действительными числами, т. е. бесконечнымидесятичными дробями, обычно заменяютсяоперациями над их приближениями.
Например,
вычислим приближённые значения
 = 1,4142135... , = 1,7320508... .
Поэтому с точностью до единицы +  1,4 + 1,7 = 3,1 = 3, 
с точностью до одной десятой
+  1,41 + 1,73 = 3,14= 3,1, 
с точностью до одной сотой
+  1,414 + 1,732 = 3,146 ~ 3,15 и т. д. 
Числа 3; 3,1; 3,15 и т. д. являются последовательными десятичными приближениями (первые два с недостатком, третье с избытком) значения суммы + . Итак, при отыскании суммы + числа  и  заменялись их приближениями — рациональными числами, и выполнялось сложение чисел по известным правилам.
ПОГРЕШНОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЯ.
Пусть некоторая величина имеет точное значение а. В результате измерения этой величины получено ее приближенное значение х. Абсолютной погрешностьюприближенного значения х называется модуль разности между числом х и точным значением а:= |х - а|.
Если число а неизвестно (что бывает в большинстве измерений), то абсолютную погрешность вычислить нельзя. В этом случае используется предельная абсолютная погрешность- такое положительное число, чтоОчевидно, что. Кратко последнее неравенство записывают так: а = х ± .
Точность измерения характеризуется с помощью относительной погрешности. Относительной погрешностьюприближенного значения х называется отношение абсолютной погрешности этого значения к модулю точного значения а:

Если точное значение а неизвестно, то используют предельную относительную погрешность — такое положительное число, 
что .
Для вычисления относительных погрешностей часто используются приближенные формулы
  и     
Эти формулы тем точнее, чем ближе значение х к точному значению а, т. е. чем меньше погрешность  или 
Пример. Каковы предельные абсолютная и относительная погрешности числа 1,41 —приближенного значения числа
Так как 1,410 << 1,415, то =  - 1,410 < 0,005. Следовательно, можно положить = 0,005.
 Далее,

откуда  = 0,0036 или  = 0,36%.
Говорят, что приближенное значение х (записанное в виде десятичной дроби) имеет nверных знаков, если абсолютная погрешность этого числа меньше или равна половине единицы его n-го разряда. Например, если 9,263 имеет три верных знака (9, 2 и 6), то абсолютная погрешность этого числа  0,005.

1.4.Комплексные числа
Для решения многих задач физики, электротехники и других наук оказалось недостаточно множества действительных чисел.Приведем следующий пример. Для уравнения  + 1= 0 формально х = ±, т. е. это уравнение в множестве действительных чисел решения не имеет, так как не существует действитель-ного числа, квадрат которого равен 1.В связи с этим возникла потребность нового расширения понятия числа. Комплексными числами называются числа вида z= а+ bi, где а и b — действительные числа, а число i, определяемое равенством i2 = -1, называется мнимой единицей.
Два комплексных числа z1 = a1 +b1i  и zi= а2 + b2i называются равными, если а1 = а2 и b1 = b2.
Запись комплексного числа в виде z = а + bi называется алгебраической формой записи комплексного числа. Действительное число а называется действительной частью комплексного числа z = а + bi, a bi — его мнимой частью. Любое действительное число а содержится в множестве комплексных чисел, его можно представить в виде а = а +0*i. Числа 0, 1 и i записываются соответственно в виде 0 = 0 + 0 • i, в этом случае комплексное число 0 совпадает с числом 0 множества действительных чисел, 1 = 1 + 0 • i и i= 0 + 1*i. При а = 0 комплексное число a+ bi обращается в чисто мнимое число bi. Два комплексных числа называются взаимно сопряженными (обозначаются z и), если их действительные части равны, а мнимые отличаются знаками. Например, числу z = -3 + 5i сопряженным будет число  = -3 - 5i, числу z = 5 - 7i сопряженным будет число=5 + 7i. Комплексные числа вида a + bi и -a -bi называются противоположными. Множество комплексных чисел обозначается буквой С. Множество действительных чисел R содержится в множестве С комплексных чисел.
Сложение двух комплексных чисел выполняется по формуле
(a1 + b1i) + (а2 + b2i) = (а1+ а2) + (b1 + b2)i.
Например, суммой двух комплексных чисел z1 =3 + 4i и z2 = -5 + 3i является z = z1 + z2 = (3 - 5) + (4 + 3)i = -2 + 7i.
Сумма двух сопряженных комплексных чисел z = а + bi и  =  а - bi равна z +  = 2а.
Вычитание двух комплексных чисел определяется как действие, обратное сложению. Разность двух комплексных чисел находится по формуле
(а1+ b1i) - (а2 + b2i) = (а1- а2) + (b1 - b2)i.
Например, разность двух комплексных чисел z1= 4 – 3iи z2 = = - 3 + 5i равна
z = z1 - z2= (4 - 3i) - (-3 + 5i) = (4 + 3) + (-3 - 5)i= 7 - 8i.
Разность двух сопряженных комплексных чисел z = а + bi и = а - bi равна 
а + bi - а + bi = 2bi.
Умножение двух комплексных чисел выполняется по формуле: 
(a1 + b1i)(a2 + b2i) = (а1а2-b1b2) + (a1b2 + a2b1)i.
Правило умножения распространяется и на большее число сомножителей.
Деление комплексных чисел рассматривается как действие, обратное умножению, и производится по формуле
=i
Возведение комплексного числа z = а + bi в степень n (nN) будем рассматривать как частный случай умножения комплексных чисел:
zn= z • z •... • z.
Найдем натуральные степени мнимой единицы i:
i2 = -1;_ i3=i2•i;  i4=i2•i2=(-1)(-1) = 1, 
Учитывая, чтоi4 = 1, имеем i4n+ 1 = i • i4n + 2 = -1, i4n + 3 = -i, где n N.
Раздел 2.Корни, степени и логарифмы
Тема 1: Обобщение понятия степени
1.1. Корень n- степени.
Решим уравнение х4 = 81.
• Запишем уравнение в виде х4 - 81 = 0, или
(х2 - 9) (х2 + 9) = 0.
Так как х2 + 9 = 0, то х2- 9 = 0, откуда х1 = 3,
х2 = - 3 . 
Итак, уравнение х4 = 81 имеет два действительныхкорня х1 = 3,х2 = - 3 .  Их называют корнями четвёртойстепени из числа 81, а положительный корень
(число 3) называют арифметическим корнемчетвёртой степени из числа 81 и обозначают .Таким образом, = 3.
Можно доказать, что уравнение хn= а, где n— натуральноечисло, а — неотрицательное число, имеетединственный неотрицательный корень. Этот
корень называют арифметическим корнем n-й степенииз числа а.
О п р е д е л е н и е . Арифметическим корнем натуральнойстепениn из неотрицательного числаа называется неотрицательное число, n-я степень
которого равна а.
Арифметический корень n-й степени из числа аобозначается так:. Число а называется подкореннымвыражением. Если n = 2, то вместо пишут 
Арифметический корень второй степени называюттакже квадратным корнем, а корень третьей степени - кубическим корнем.
В тех случаях, когда ясно, что речь идёт об арифметическомкорне n-й степени, кратко говорят:«Корень n-й степени».Действие, посредством которого отыскивается корень п-й степени, называется извлечением корня
n-й степени. Это действие является обратным действию возведения в n-ю степень.
1.2. Свойства корня n- степени.
если a  0, b > 0, m, n и k — натуральные числа, причем n 2, m  2, то
1.
2.;
3. =;
4. () m =;
5.=;
6.=
1.3. Иррациональные уравнения.
Уравнение, содержащее переменную под знаком корня(радикала) или является основанием степени с дробным показателем, называется иррациональным.
Решение иррационального уравнения основано на преобразовании его к рациональному уравнению. Это достигается возведением обеих его частей в одну и ту же степень (иногда несколько раз).
При возведении обеих частей иррационального уравнения в четную степень получается уравнение, являющееся следствием исходного. Уравнению-следствию удовлетворяют все корни исходного уравнения, но могут появиться и корни, которые не являются корнями исходного уравнения, так называемые посторонние корни. Поэтому все найденные корни уравнения-следствия проверяют подстановкой в исходное уравнение и посторонние корни отбрасывают.
Исходное иррациональное уравнение равносильно смешанной системе, состоящей из уравнения-следствия и ограничений, определяемых областью допустимых значений переменных. В этом случае посторонние корни не будут входить в область допустимых значений переменной, и проверять их подстановкой в исходное уравнение не требуется. При возведении обеих частей иррационального уравнения в нечетную степень получается уравнение, равносильное данному.
1.	Все корни четной степени, входящие в уравнение, являются арифметическими, то есть если подкоренное выражение отрицательно, то корень лишен смысла; если подкоренное выражение нуль, то корень тоже равен нулю; если подкоренное выражение положительно, то и значение корня положительно.
2.	Все корни нечетной степени, входящие в уравнение, определены при любом действительном значении подкоренного выражения. При этом если подкоренное выражение отрицательно, то и корень отрицателен; если подкоренное выражение равно нулю, то и корень равен нулю; если подкоренное выражение положительно, то и корень положителен.

1.4. Степень с рациональным показателем.
Если  а  0, m и n— натуральные числа, причем n> 1, то полагают по определению  =.
Если а > 0, то  определяют следующим образом =.

Дробная степень отрицательного числа не имеет смысла.
Свойства степеней с рациональными показателями.
Предполагается, что a > 0, b> 0, г и s — произвольные рациональные числа.
1.aras = ar + s;
2. (ar)s = ars;
3. (ab)r = arbr ;
4.  = ar-s ;
5.()r =  ;
6. 1r=1; 
7. a0 = 1;
8. Если а <b, то аr<br при r> 0 и аr>br при r< 0. 
9. Если а > 1, то аr> аs при r>s.
10. Если 0 < а < 1, то аr<аs при r> s.

1.4. Степень с рациональным показателем.
При любом х R и любом а > 0 степень аx является положительным действительным числом: ах  > 0 при хR, а > 0.
Если основание степени а = 0, то степень 0х определяют только при х > 0 и считают, что 0х = 0 при х > 0 . Например, 05 = 0, 03= 0. При х < 0 выражение
0x не имеет смысла. Например, выражения О-1, 0-1.2 смысла не имеют.
При таком определении степени с действительным показателем сохраняются все известные свойства степени с рациональным показателем. 

Тема 2: Логарифмы и их свойства
2.1. Логарифм числа.
Логарифмом положительного числа b по основаниюа, где а >0, а  1, называется показательстепени, в которую надо возвести число а, чтобы
получить b.
Определение логарифма можно записать так:= b

2.2. Основное логарифмическое  тождество

= b
Это равенство справедливо при b> 0, а > 0 , а  1.
Его обычно называют основным логарифмическим  тождеством.Действие нахождения логарифма числа называют логарифмированием. Действие нахождения числа  по его логарифму называют потенцированием.

2.3. Правила действий с логарифмами. Переход к новому основанию.

При выполнении преобразований выражений, содержащихлогарифмы, при вычислениях и прирешении уравнений часто используются различныесвойства логарифмов. 
Пусть а >0, а 1, b> 0, с > 0, r — любое действительное число. Тогда справедливы формулы
1. =   + с, 
2. = b - с, 
3. r = r.
4.
5.
Формула перехода от одного основания к другому основанию:

где b >0, а >0, а 1, с > 0, с 1.
Десятичным логарифмом числа называют логарифм этого числа по основанию 10 и пишут lgbвместо log1 0b.
Натуральным логарифмом числа называют логарифм этого числа по основанию е, где е — иррациональное число, приближённо равное 2,7. При
этом пишут lnb вместо logeb.Иррациональное число е играет важную роль в математике и её приложениях.
ех=2,7182818.
Вычисления lgb и ln b проводятся на микрокалькуляторе с помощью клавиш lg и ln.
Раздел 3.Прямые и плоскости в пространстве 
Тема 1: Параллельность прямых, прямой и плоскости
1.1. Параллельные прямые в пространстве
Основными геометрическими фигурами в пространстве являются точка, прямая и плоскость.
Основные свойства плоскости раскрываются через аксиомы стереометрии и их следствия (перечислим не разграничивая):
«S1. В каждой плоскости выполняются все аксиомы и все теоремы планиметрии.
S2. Существует единственная плоскость, проходящая через (способы задания плоскости):
[image: ][image: ]
а) три точки, не лежащие на одной прямой;б) прямую и не принадлежащую ей точку;

[image: ][image: ]
в) две пересекающиеся прямые;                                             г) две параллельные прямые.
S3. Если две различные плоскости имеют общую точку, то они пересекаются по прямой.
S4. Если две различные точки А и В принадлежат плоскости, то и вся прямая АВ лежит в этой плоскости.
S5.Любые две прямые в пространстве либо совпадают, либо параллельны, либо пересекаются в одной точке, либо скрещиваются.
S6. Любые две плоскости либо совпадают, либо параллельны, либо пересекаются по прямой.
S7.   Для любых прямой и плоскости либо прямая лежит в плоскости, либо пересекается с ней в одной точке, либо ей параллельна.
Признак параллельности прямых
[image: ]
Две прямые, параллельные третьей, параллельны между собой:(aa) =>a

1.2 Параллельность прямой и плоскости
Прямая и плоскость называются параллельными, если они не пересекаются.
Признак параллельности прямой и плоскости[image: C:\WINDOWS\Temp\FineReader10\media\image3.jpeg]

Если прямая, не принадлежащая плоскости, параллельна какой-либо прямой в этой плоскости, то она параллельна и самой плоскости: 
(b || a, b с а, а с а) =>b|| а.

Свойства прямой параллельной плоскости
[image: C:\WINDOWS\Temp\FineReader10\media\image4.jpeg]
1. Если через прямую, параллельную некоторой плоскости, провести другую плоскость, пересекающую первую, то линия пересечения плоскостей параллельна данной прямой: (b|| а, b с β, β а = а) => а || b.


[image: C:\WINDOWS\Temp\FineReader10\media\image5.jpeg]
2.Прямая, параллельная каждой из двух пересекающихся плоскостей, параллельна их линии пересечения:
(с||α, с||b, а = m) => с||m.
Тема2:Взаимное расположение прямых в пространстве
2.1Скрещивающиеся прямые
	ПРЯМЫЕ а и b

	Лежат в одной плоскости
	Не лежат в одной плоскости

	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]
	[image: ]

	1общая точка
	2 и более общих точек
	не имеют общих точек
	не имеют общих точек

	
пересекаются
	a
совпадают
	a
параллельны
	b
скрещивающиеся


Прямые, которые не пересекаются и не лежат в одной плоскости, называются скрещивающимися.
[image: ]
В кубеABCDA1B1ClDlпрямые АА1 и АВ, АВ иADи др. —пересекающиеся;
ADи ВС, ADиA1Dlи др. —параллельные;
АВ иA1Dl;АВ иDDlи др. — скрещивающиеся.




Признак скрещивающихся прямых


[image: ]
Если одна из двух прямых лежит в некоторой плоскости, а другая прямая пересекает эту плоскость в точке, не лежащей на первой прямой, то эти прямые скрещивающиеся: 
(a = В, В Єа) =>b
2.2. Углы с сонаправленными сторонами. Угол между прямыми.
[image: C:\WINDOWS\Temp\FineReader10\media\image12.jpeg]Согласно одной из аксиом любая прямая а, лежащая в плоскости, разделяет эту плоскость на две части,называемые полуплоскостями. Прямая а называется границей каждой из этих полуплоскостей. Любые две точки одной и той же полуплоскости лежат по одну сторону от прямой а, а любые две точки разных полуплоскостей — по разные стороны от этой прямой. Два луча OA и О1А1, не лежащие на одной прямой, называются сопаправленными, если они параллельны и лежат в одной полуплоскости с границей ОО1. Лучи OA и О1А1, лежащие на одной прямой, называются сопаправленными, если они совпадают или один из них содержит другой. Лучи OA и О1А1, а также лучи А2В2 и 02В2 сонаправлены, а лучи OA и 02А2, OA и О3А3, 02А2 и 02В2 не являются сонаправленными.

Теорема об углах с сонаправленными сторонами.
Если стороны двух углов соответственно сонаправлены, то такие углы равны.

Тема3:Параллельность плоскостей
3.1.Параллельные плоскости

Две плоскости называются параллельными, если они не пересекаются.
Признаки параллельности двух плоскостей
[image: C:\WINDOWS\Temp\FineReader10\media\image5.jpeg]1.Если две пересекающиесяпрямые одной плоскости соответственно параллельны двум прямым другой плоскости, то эти плоскости параллельны:
а1,blЄа1, а2,b2Єа2, а1bl,а1||а2,bl||b2) =>α1 || α2.

2. Если каждая из двух данных плоскостей параллельна[image: C:\WINDOWS\Temp\FineReader10\media\image7.jpeg]третьей плоскости, то данныедве плоскости  параллельнымежду собой:
(α||γ,||γ) =>α||.


3.1.[image: ]Свойства параллельных плоскостей
1. Если две параллельныеплоскости пересечь третьей
плоскостью,то линии пересечения плоскостей параллельны:
(α||, γα=а,γ =)=>а || 
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2. Отрезки параллельныхпрямых, заключенные между
двумя параллельными плоскостями, равны:
(α||,а || , αа =А,а = В,α = С, =D) => АВ = CD.
Раздел 4.Элементы комбинаторики 
Тема 1: Комбинаторика – раздел математики
В курсе алгебры основной школы решались элементарныекомбинаторные задачи, связанные с составлениемразличных соединений (комбинаций)из имеющихся элементов. Было сформулированоправило произведения, упрощающее в ряде случаевподсчёт числа соединений определённого вида.
Правило произведения
 Если существует n вариантов выбора первого элемента и для каждого из них имеется m вариантоввыбора второго элемента, то всего существуетn • m различных пар с выбранными таким образом первым и вторым элементами.
Например:Сколько различных двузначных чисел можно записатьс помощью цифр 0, 1, 2, 3?
Решение:В качестве первой цифры может быть выбрана любаяиз цифр 1, 2, 3 (т. е. n = 3). Второй цифрой можетбыть выбрана любая из четырёх данных цифр 0, 1, 2, 3 (т. е. m = 4). Согласно правилу произведения число всевозможных двузначных чисел, составленных с помощью предложенных цифр, равно n • m = 3 • 4 = 12.
Ответ 12. 
Тема 2: Перестановки,размещения, сочетания
Перестановки
О п р е д е л е н и е . Перестановками из n элементовназываются соединения, которые состоятиз одних и тех же n элементов и отличаются одно от другого только порядком их расположения.
Число перестановок из n элементов обозначают Рn (Р — первая буква французского слова permutation — перестановка) и читают «пэ энное».
Последовательно применяя правило произведения, можно получить формулу числа перестановок Рn из n различных элементов:
Рn= n (n - 1) (n - 2) • ... • 3 - 2 • 1,
Рn= 1 • 2 - 3 • ... • (n - 2) (n - 1) n.
Произведение первых n натуральных чисел обозначают n! (читается «эн факториал»), т. е.
n!=1 • 2 • 3 • ... • (n - 1) • n, причём по определению 1! = 1. Таким образом,
Рn= n!                          (1)
Например:Сколькими способами можно положить 6 различныхоткрыток в 6 имеющихся конвертов (по однойоткрытке в конверт)?
Решение:Задача сводится к нахождению числа перестановокиз 6 элементов. По формуле (1) находим:
Р6 = 6! = 1• 2 •3•  4• 5 • 6 = 720.
Ответ : 720 способами.
Размещения
О п р е д е л е н и е . Размещениями из m элементов по n элементов (n≤ m) называются такие соединения, каждое из которых содержит n элементов,
взятых из данных m разных элементов, и которые отличаются одно от другого либо самими элементами, либо порядком их расположения.
Число всевозможных размещений из m элементов по n элементов обозначают  и читают «А из эм по эн». 
Пусть имеется m различных элементов. Тогда число размещений, состоящих из одного элемента, выбранного из имеющихся m элементов, равно m т. е.  = m.
Чтобы составить все размещения из m элементов по 2, к каждому из ранее образованных размещений из m элементов по 1 будем последовательно присоединять по одному из оставшихся (m- 1) элементов. По правилу произведения число такихсоединений равно (m - 1). Таким образом,=m(m - 1).
Для составления всех размещений из m по 3 к каждомуиз ранее полученных размещений из m элементовпо 2 присоединим по очереди по одномуиз оставшихся (m - 2) элементов. По правилупроизведения число таких соединений равно (m- 2), т. е. = m(m - 1)(m -2).
Последовательно применяя правило произведения,для любого n≤ mполучаем = m(m- 1)(m-2) • ... • (m - (n - 1)).                       (1)                                   
Например: = 4 • 3 = 12;   = 4 • 3 • 2 = 24;   = 5 • 4 • 3 = 60.
Отметим, что правая часть формулы (1) содержит произведение n последовательных натуральных чисел, наибольшее из которых равно m. Пусть в формуле (1) m = n. Тогда 
 = n (n - 1) (n - 2) • ... • 2 • 1 = Рn
т. е. число размещений из nэлементов по nравночислу перестановок из этих элементов:
= Рn(2)
Например:Сколькими способами можно обозначить данный вектор, используя буквы А, Б, С, D, Е, F?
Решение:В условии задачи даны 6 букв. Для обозначения вектора используются 2 буквы, причём порядок записи этих букв в обозначении имеет значение.Поэтому задача сводится к нахождению числа размещений
из 6 по 2. Находим = 6 • 5 = 30.
Ответ: 30 способами.
Запишем формулу (1) следующим образом:
 = (m - n + 1) (m -n + 2) • ... • (m - 1) m.
Умножив обе части этого равенства на (m - n)! == 1 • 2 • 3 • ... • (m - n), получим (m - n)! •  = 1 • 2 • 3 • ... • (m- n) (m - n +1) (m - n+ 2) • ... • (m-1 )m,
т. е. (m - n)! • = m!, откуда                                 (3)
Для того чтобы формула (3) была справедлива нетолько для n<m, но и для n= m (так как имеетсмысл = Рm = m!), полагают по определению
0! = 1.
Сочетания
О п р е д е л е н и е . Сочетаниями из m элементов по n в каждом (n≤ m) называются соединения, каждое из которых содержит n элементов, взятых
из данных m разных элементов, и которые отличаются одно от другого по крайней мере одним элементом.
Число всевозможных сочетаний из m различных элементов по n элементов обозначают  (С - первая буква французского слова combinaison - сочетание) и читают «це из эм по эн». 
Выведем формулу для подсчёта числа сочетаний из m различных элементов по n элементов в каждом.
Образуем все соединения, содержащие n элементов, выбранных из данных m разных элементов, без учёта порядка их расположения. Число таких соединений равно .
Из каждого полученного соединения перестановками его элементов можно образовать Рn = n! соединений, отличающихся одно от другого только
порядком расположения элементов. Тем самым получим все размещения из m элементов по n, число которых равно . По правилу произведения число таких соединений равно • Рn. Итак,=, откуда
                                                (1)
Заметим, что если n = m, то =  = 1.
Учитывая, чтопри n≤ m и Рn = n! формулу (1) можно представить в виде где n≤ m.                             (2)
Например:Сколько существует способов выбора двух карт из колоды в 36 карт?
Решение: Изымаемые из колоды всевозможные пары карт без учёта порядка их расположения в наборе образуют сочетания из 36 по 2. По формуле (2) находим
Ответ: 630 способов. 
Тема 3: Бином Ньютона
В теории многочленов часто двучлены называют биномами. Рассмотрим целые неотрицательные степени бинома а + b (при условии а + b0):
(а + b)0 = 1,
(а + b)1 = 1 • а + 1 • b,
(а + b)2 = 1 • а2 + 2аb + 1 • b2,
(а + b)3 = 1 • а3 + За2b + Заb2 + 1 • b3,
(а + b)4 = (а + b)3 (а + b) = 1 • а4 + 4а3b + 6а2b2 + 4аb3 + 1 • b4,
(а + b)5 = (а + b)4 (а + b) = 1 • а5 + 5а4b + 10а3b2 + 10а2b3 + 5аb4 + 1 • b5
и т. д.
Можно доказать справедливость следующей формулы,называемой биномиальной формулой Ньютона:(а + b)m =  • am +  • am-1 •b+
+ • am-2 •b2+…+ • am-n •bn+…+abm-1+ bm                  (1)
Формулу (1) чаще всего называют просто биномом Ньютона, а числа 
— биномиальными коэффициентами, которые могут быть найдены по формуле
Тема 4:Треугольник Паскаля
Биномиальные коэффициенты легко находить с помощьютак называемого треугольника Паскаля —таблицы значений , составленной на основании
рекуррентного свойства числа сочетаний
учётом того, что = 1.
Ниже приводится фрагмент треугольника Паскаля,в котором стрелками показан процесс полученияопределённых членов таблицы на основании
рекуррентного свойства. Например, при m = 4 имеемстроку 1, 4, 6, 4, 1, полученную из предыдущейстроки следующим образом: 4 = 1 + 3, 6 = 3 + 3,
4 = 3 + 1 (первый и последний члены строки равны = 1).



	n   m
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	0
	1
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	1
	1
	1
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	2
	1
	2
	1
	
	
	
	
	
	
	
	

	3
	1
	3
	3
	1
	
	
	
	
	
	
	

	4
	1
	4
	6
	4
	1
	
	
	
	
	
	

	5
	1
	5
	10
	10
	5
	1
	
	
	
	
	

	6
	1
	6
	15
	20
	15
	6
	1
	
	
	
	

	7
	1
	7
	21
	35
	35
	21
	7
	1
	
	
	

	8
	1
	8
	28
	56
	70
	56
	28
	8
	1
	
	

	9
	1
	9
	36
	84
	126
	126
	84
	36
	9
	1
	

	10
	1
	10
	45
	120
	210
	252
	210
	120
	45
	10
	1


Эта таблица наглядно иллюстрирует свойство 1 числа сочетаний 
которое можно сформулировать так: числа, одинаково удалённые от концов строки треугольника Паскаля, равны.
Например:Записать разложение бинома (х - 2)6.
Решение: По формуле (1) находим (х - 2)6=х6 - 12х5 + 60х4 - 160х3 + 240х2 - 192х + 64.
Заметим, что при записи разложения степени бинома полезно контролировать следующие моменты:
1) число членов получаемого многочлена на единицу больше показателя m степени бинома, т. е. равно m + 1;
2) показатели степени первого слагаемого бинома последовательно убывают на единицу от m до 0, а показатели второго последовательно возрастают на единицу от 0 до m;
3) биномиальные коэффициенты, равноудалённые от начала и конца разложения по формуле (1), равны между собой.

Раздел 5.Координаты и векторы
Тема 1: Понятие вектора в пространстве
Величины, вполне характеризующиеся толькочислом (давление, масса, площадь и т. д.), называютскалярными. Величины, характеризующиеся им только числом, но и направлением (скорость, ускорение, сила и др.) называют векторными.
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Вектором называют направленный (или ориентированный) отрезок. Обозначения вектором:  или  () , где А начало вектора, конец вектора.
Абсолютной величиной (длиной или модулем)вектора называется длина отрезка, изображающего вектор.
Обозначение модуля вектора: | |  или |  |.
Вектор, конец которого совпадает с началом, называется нулевым вектором. Изображение   - точка.
 =  | | = 0, направление  не определено.
Ненулевые векторы называются коллинеарными, если они лежат либо на одной прямой, либо ни параллельных прямых; нулевой вектор считается коллинеарным любому вектору.
Виды коллинеарных векторов
Сонаправленные
[image: C:\WINDOWS\Temp\FineReader10\media\image14.jpeg]


Равные
[image: ][image: C:\WINDOWS\Temp\FineReader10\media\image18.jpeg]

Противоположно направленные
[image: ]  или 
Противоположные
[image: C:\WINDOWS\Temp\FineReader10\media\image17.jpeg][image: C:\WINDOWS\Temp\FineReader10\media\image21.jpeg]или
Определение вектора в пространстве дословно совпадает с определением вектора на плоскости, при | этом лишь считают, что начало и конец вектора — точки пространства.
Координатами вектора называют разности соответствующих координат конца и начала вектора.
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ И ЗАВИСИМОСТИ
	НА ПЛОСКОСТИ
	В ПРОСТРАНСТВЕ

	 : начало А1(х1; у1),
конецА2(х2;у2).
	 : начало А1(х1; у1;z1),
конецА2(х2;у2;z2).

	Координаты вектора
 (a1; a2)
a1=х2- х1a2= у2- у1
Запись: (a1; a2) или 
	Координаты вектора
 (a1; a2;a3)
a1=х2- х1a2= у2- у1a3=z2- z1
Запись: (a1; a2; a3) или

	Абсолютная величина(модуль) вектора
|| = 
	Абсолютная величина(модуль) вектора
|| = 


Равные векторы имеют равные соответствующие координаты.
Если у векторов соответствующие координаты равны, то векторы равны.
Коллинеарные векторы имеют пропорциональные координаты и обратно.
Тема 2:Cложение и вычитание векторов
Суммой векторов и  с координатами a1; a2иb1; b2 называют вектор  с координатамиa1 + b1 ; а2 + b2
 (а1; а2) +  (b1;b2) =  (a1 + b1;а2 + b2)
В пространстве:  (a1; a2;a3)+ (b1;b2; b3)= (a1 +а2;b1+ b2;а3 + b3)
Правила построения суммы векторов на плоскости
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Алгоритм построения
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	1)	От конца вектора отложить вектор 1, равный вектору .
2)	Провести вектор из начала вектора  в конец вектора 1.
Построенный вектор есть сумма векторов  и.
	1)	Отложить от начала вектора  вектор 1 равный вектору .
2)	На векторах  и 1 как на сторонах построить параллелограмм.
3)	Вектор, начало которого совпадает с общим началом векторов  и 1, а конец — с противоположной вершиной параллелограмма, есть сумма векторов  и .



Вычитание векторов
Разностью векторов (а1; а2)  и (b1;b2)  называют вектор с (с1; с2), которыйвсумме с вектором  дает вектор:
 (а1; а2) - (b1;b2) =  (a1-b1 ; а2-b2)
В пространстве:  (a1; a2;a3)- (b1;b2; b3)= (a1-b1;а2-b2; а3-b3).
Правило построения разности векторов на плоскости
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Тема 3:Умножение вектора на число
Произведением вектора  (а1; а2) на число λ называется вектор (λа1; λа2), то естьλ=.
В пространстве:
(a1; a2; a3) λ = (λа1; λа2; λа3).
Если  =  или λ= 0, соответственно считают λ • = для любого λ, 0 •  =  для любого .
Необходимым и достаточным условием коллинеарностиненулевых векторов  и  является существование числа λ, удовлетворяющего равенствуλ.
Модуль вектора λравен:| λ|=|λ|||
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 Направление вектораλ
1) λ>0<=> λ (сонаправлены);
2) λ< 0 <=> λ (проти воположно направлены);
3) [bookmark: bookmark8]λ = 0=> λ= .






Тема 3:Комплонарные векторы

Компланарными называют векторы, лежащие водной плоскости или параллельные одной и тойже плоскости. Или векторы называются компланарными, если при откладывании их от одной и той же точки они будут лежать в одной плоскости. Другими словами, векторы называются компланарными, если имеются равные им векторы, лежащие в одной плоскости.
Ясно, что любые два вектора компланарны; три вектора, среди которых имеются два коллинеарных, также компланарны, а три произвольных вектора могут быть как компланарными, так и не компланарными. 
Признак компланарности трех векторов.
Если вектор с можно разложить по векторам  и, т. е. представить в виде
=x+y,   (1)	
где х и у — некоторые числа, то векторы , и компланарны.
Справедливо и обратное утверждение: если векторы , и  компланарны, а векторы  и не коллинеарны, то вектор можно разложить по векторам  и (т. е. представить в виде (1)), причем коэффициенты разложения (т. е. числа х, у в формуле (1)) определяются единственным образом.

Тема 4:Правило параллелограмма
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Для сложения трех некомпланарных векторов можно пользоваться так называемым правилом параллелепипеда. Опишем его.Пусть ,  и  — некомпланарные векторы. Отложим от произвольной точки О пространства векторы  = , =,= и построим параллелепипед так, чтобы отрезки OA, ОВ и ОС были его ребрами. Тогда диагональ OD этогопараллелепипеда изображает суммувекторов,  и :  = +. Действительно,  = +=( +)+ =  +  + =+.

Тема 5:Разложение вектора по трем некомплонарным векторам

Представление векторав видеλ + +, где λ,R,называют разложением вектораповекторам,  и.


[image: C:\WINDOWS\Temp\FineReader10\media\image28.jpeg]Любой вектор можно, притом единственным образом, 
разложить в пространстве по трем заданным

некомпланарным векторам.
Любой вектор а можно разложить единственным образом по координатным (базисным) векторам.
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 (а1; а2)= а1 + а2 (a1; a2;a3)=а1 + а2 +a3
Раздел 6.Основы тригонометрии
Тема 1:Тригонометрические функции числового аргумента
1.1.Синус, косинус, тангенс, котангенс
Пусть Рα — точка тригонометрической окружности, полученная поворотом начальной точки Р0 на угол α вокруг начала координат.
Синусом угла а называется ордината точки Рα.
Синус угла α обозначается sinα.
Косинусом угла а называется абсцисса точки Рα.
Косинус угла α обозначается cosα.
Следовательно, sinα есть проекция точки Рα на ось ординат, a cosα  —проекция точки Рα на ось абсцисс.
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Тангенсом угла α называется отношение синуса угла α к косинусу этого же угла. Обозначается тангенс угла α знаком tgα. Таким образом tgα= .
Котангенсом угла α называется отношение косинуса угла α к синусу угла α. Котангенс угла α обозначается ctgα. ctgα = . Очевидно, что тангенс  угла α определен только для таких значений угла, для которых cosα 0; а котангенс только для таких, для которых sin α 0.
Пусть α — произвольное действительное число. Поставим ему в соответствие угол в α радиан и, следовательно, единственную точку Рα на тригонометрической окружности. Можно говорить о синусе числа α, понимая под этим синус угла в α рад.
Аналогично — косинус числа α, тангенс числа α и котангенс числа α. Если рассматривать α как переменную, то можно отметить, что каждому значению
α из области допустимых значений соответствует единственное значение 
sinα, аналогично — единственное значение cosα, tgα и ctgα. Следовательно, можно говорить о том, что имеются функции аргумента α.
Если принять привычные обозначения: аргумент обозначить буквой х, а значение функции буквой у, то получим обозначение четырех основных тригонометрических функций: у = sin х; у = cos х; у = tg х и у = ctg x.
Знаки синуса, косинуса, тангенса и котангенса в каждой из четвертей показаны на рисунке.
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Синус, тангенс и котангенс являются нечетными функциями, то есть
sin (-x) = -sinх;tg (-х) = - tg х; ctg (-x) = -ctg х.
Косинус является четной функцией, то есть cos( -x) = COS X. 
Эти зависимости имеют место для всех значений х, для которых соответствующая функция определена.
Если аргумент x выражен в радианах, то зависимости имеют вид:
sin (х + 2πk) = sin х,
cos (x + 2πk) = cosx,где k — любое целое число.
Для функций тангенс и котангенс справедливыравенства:
tg(x + πk) = tgx,
ctg(x + πk) =ctgх,гдеk - любое целое число.
Следовательно, любое число вида 2πk является периодом для функций sin х и cosх, а любое число вида πk является периодом для tg х и ctg х. При этом  2πk — основной период функций sin х и cos х, πk — основной период tg х и ctg х.Значение тригонометрических функций sinα, cosα, tgα и ctgα для произвольных значений аргумента α могут быть найдены приближенно с помощью специальных математических таблиц или с помощью средств вычислительной техники. Например, sin 0,9  0,789; cos 20°  0,940.
Для некоторых значений углов, например 30° или45°, точные значения тригонометрических функций могут быть найдены с помощью известных утверждений для прямоугольных треугольников.

В следующей таблице приведены значения тригонометрических функций для углов αЄ [0; π].
	Угол
	0
	
	
	
	
	
	
	
	π

	sinα
	0
	
	
	
	1
	
	
	
	0

	cosα
	1
	
	
	
	0
	- 
	- 
	- 
	- 1

	tgα
	0
	
	1
	
	
	
	- 1
	
	0

	ctgα
	
	
	1
	
	0
	
	- 1
	
	



1.2.Арксинус, арккосинус, арктангенс, арктангенс
1. Так как синус — немонотонная функция, то для введения обратной функции следует выбрать какой-либо промежуток монотонности синуса. Принято следующее определение. Арксинус числа хЄ [-1;1]- это угол 
уЄ [- ;], синус которого равен х:
у = arcsin х,sin у = х.
График функции у = arcsin х приведен на рисунке. Область ее определения: х Є [-1, 1];область значений: у Є [- ;]. Функция возрастающая, нечетная, ограниченная.
2.Арккосинус — обратная функция для косинуса:
у = arccos х, cos у = х; хЄ [-1, 1], у Є [0, π].
График этой функции приведен на рисунке. Область ее определения: х Є [-1, 1]; область значений: у Є [0, π]. Функция убывающая, ограниченная, свойствами четности и нечетности не обладает.
3.Арктангенс — обратная функция тангенса:
у = arctg х, tg у = х; х Є (-, +), у Є (- ;.
График этой функции приведен на рисунке. Область ее определения:
 х Є (-, +),область значении:  у Є (- ;.Функция  возрастающая, ограниченная, нечетная.
4) Арккотангенс — обратная функция котангенса:
у = arcctg х, ctg у = х; х Є (-, +), у Є(0, π).
График этой функции приведен на рисунке . Область ее определения — вся числовая ось; область значений: (0, π). Функция убывающая, ограниченная, свойствами четности ичетности не обладает.
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Тема2:Решение тригонометрических уравнений и неравенств
2.1.Решение простейших уравнений
1.	Уравнение sin х = а, где |а|≤1, имеет бесконечное множество корней. Общая формула, по которой находятся все корни, имеет вид:

х = (-1) karcsina + πk, kЄZ.
Частные случаи:
а)	sin х = 0 <=> х = πk, kЄZ;
б)	sin х = 1 <=> х = + 2πk, kЄZ;
в)	sinx = - 1 <=>x = -  + 2πk, kЄZ.

2.	Уравнение cosx = а, где |a| ≤1, имеет бесконечное множество корней. Общая формула, по которой находятся все корни, имеет вид:

х = ± arccos а + 2πk, kЄZ.
Частные случаи:
а)	cosх = 0<=> х =  + πk, kЄZ;
б)	cos х = 1 <=> х = 2πk, kЄZ;
в)	cosx = -1 <=>х = π + 2πk, kЄZ;

3.	Уравнение tgx = а решается по формуле:
x = arctg a + π k, k Є Z.
4.	Уравнение ctgx = а решается по формуле:

x = arcctg a + π k, k Є Z.

2.2.Решение простейшихнеравенств
Решение неравенств, содержащих тригонометрическую функцию, сводится, как правило, к решению простейших неравенств вида sin х < a, cos х > а, 
tg х < а и т.д. При решении простейших тригонометрических неравенств существенно используется периодичность этих функций и их монотонность на соответствующих промежутках.
Например, неравенство вида sin х < а достаточно сначала решить на каком-либо отрезке длины 2π (2π - наименьший положительный период функции
 у = sin x). Множество всех решений получим, прибавив к каждому из найденных на этом отрезке решений числа вида 2πn, n ЄZ.
Наример: Решить неравенство sin х > - . 
Решение: Решим неравенство на промежутке[- ;].
Построим график функции у = sin х.
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Множество всех решений данного неравенства наотрезке [- ;]есть интервал (- ;). В силупериодичности решениями исходного неравенстваявляются все значения х, удовлетворяющие неравенству 
-  + 2 πn< х <+ 2 πn, n ЄZ.
Раздел 7.Функции, их свойства и графики 
Тема 1:Основные свойства функции
1.1.Функции и их графики
Числовая функция. С понятием функции вы познакомились в курсе алгебры. При изучении начал анализа удобно принять следующее определение:
Определение. Числовой функцией с областью определения D называется соответствие, при котором каждому числу х из множества D сопоставляется по некоторому правилу число у, зависящее от х.
Функции обычно обозначают латинскими (а иногда греческими) буквами. Рассмотрим произвольную функцию f. Независимую переменную х называют также аргументом функции. Число у, соответствующее числу х, называют значением функции f в точке х и обозначают f (х). Область определения функции f обозначают D (f). Множество, состоящее из всех чисел f (х), таких, что х принадлежит области определения функции f, называют областью значений функции f и обозначают Е (f).Чаще всего функцию задают с помощью какой-либо формулы. При этом если не дано дополнительных ограничений, то областью определения функции, заданной формулой, считают множество всех значений переменной, при которых эта формула имеет смысл.
Функции видаf(x)=p(x),где р (х) — многочлен, называют целыми рациональными функциями, а функции видаf(х , где р иq— многочлены, называют дробно-рациональными функциями. Частное определено, еслиq(х) не обращается в нуль. Поэтому область определения дробно-рациональной функции f—множество всех действительных чисел, из которого исключены корни многочленаq(х).
Графиком функции f называют множество всех точек (х;у) координатной плоскости, где y — f(x), а х «пробегает» всю область определения функции f.Подмножество координатной плоскости является графиком какой-либо функции, если оно имеет не более одной общей точки с любой прямой, параллельной оси Оу. Часто функцию задают графически. При этом для любого хо из области определения легко найти соответствующее значение y0 = f(x0) функции.

1.2.Чётные и нечётные функции
1. Функция у = f(x) называется четной, если для любого значения х из области определения функции значение -х также принадлежит области определения и выполняется равенство f(-x) = f(x).
График четной функции симметричен относительно оси ординат (оси у).
[image: C:\WINDOWS\Temp\FineReader10\media\image13.jpeg]
2. Функция называется нечетной, если для любого х Є  D(y), значение -х также принадлежит множеству D(y) и выполняется равенство f(-x) = - f(x).
График нечетной функции симметричен относительно начала координат.
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Большинство функций не являются ни четными, ни нечетными. Например, функция у = х2 - х не обладает ни свойством четности, ни свойством нечетности. Действительно, f(-x) = х2 + х, т. е. f(-x) f(x) и f(-x) -f(x).
1.3.Периодичность тригонометрических функций

 Функция называется периодической, если существует такое число Т0, что для любого значения аргумента х из D(y) значения х + Т и х - Т также принадлежат D(y) и выполняется равенство f(x) = f(x + Т) = f(x - Т).
Для построения графика периодической функции с периодом Т достаточно провести построение на отрезке длиной Т и затем полученный график параллельно перенести на расстояние nТ, где nЄN вправо и влево вдоль оси х.
Примером периодической функции является функция у = {х} — дробная часть числа, то есть разность между самим числом и его целой частью. Период этой функции Т = 1. График функции у = {х} изображен на рисунке.
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Любое число вида 2πk является периодом для функций sin х и cosх, а любое число вида πk является периодом для tg х и ctg х. При этом  2πk — основной период функций sin х и cos х, πk — основной период tg х и ctg х.

1.4.Возрастание и убывание функций
Функция называется возрастающей на промежутке X, если для любых х1 и х2 из этого промежутка, таких, что х1< х2, выполняется неравенство f(x1)< f(x2).
Функция называется убывающей на промежутке X, если для любых х1 и х2из промежутка X, таких, что х1< х2, выполняется неравенство f(x1)> f(x2).

Пример 1. Функция у = 2х + 1 возрастает на интервале (-; ), то есть на всей оси х.
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На следующем рисунке изображен график функции у = х3 -3х. Функция не является ни возрастающей, ни убывающей на всей числовой прямой, но точки -1 и 1 разбивают всю числовую ось на три промежутка, на каждом из которых функция сохраняет характер своего поведения: на интервалах (-; -1) и (1;) она возрастает, а на интервале (-1; 1) убывает.
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Пусть задана функция у = f(x) с областью определения D(y). Точка х0 из области определения D(y) называется точкой минимума этой функции, если найдется окрестность точки х0 такая, что для всех х  х0 из этой окрестности выполняется неравенствоf(x)> f(x0).
Точка х0 из D(y) называется точкой максимума этой функции, если найдется окрестность точки х0 такая, что для всех х  х0из этой окрестности выполняется неравенство f(x) < f(x0).
Точки максимума и минимума называются точками экстремума данной функции, а значение функции в этих точках соответственно минимумом и максимумом (или экстремумом) функции.
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Точки х1; х3; х5; х6 - точки максимума; точки х2, х4 - точки минимума.

1.5.Иссследование функций
Схема исследования функций. При исследовании функций мы будем придерживаться описанной схемы. В общем случае исследование предусматривает решение следующих задач:
1)	Найти области определения и значений данной функции f.
2)	Выяснить, обладает ли функция особенностями, облегчающими исследование, т. е. является ли функция: а) четной или нечетной; б) периодической.
3)	Вычислить координаты точек пересечения графика с осями координат.
4)	Найти промежутки знакопостоянства функции.
5)	Выяснить, на каких промежутках функция f возрастает, а на каких убывает.
6)	Найти точки экстремума, вид экстремума (максимум или минимум) и вычислить значения f в этих точках.
7)	Исследовать поведение функции f в окрестности характерных точек, не входящих в область определения и при больших (по модулю)значениях аргумента.

Необходимо заметить, что этот план имеет примерный характер. Так, для нахождения точек пересечения с осью абсцисс надо решить уравнение f(x) = 0, чего мы не умеем делать даже в случае, когда f (х), например, многочлен пятой степени. (Существуют, правда, методы, которые во многих случаях позволяют найти число корней такого уравнения и сами корни с любой точностью.) Поэтому часто тот или иной этап исследования приходится опускать. Однако по возможности в ходе исследования функций желательно придерживаться этой схемы.
Наиболее трудным этапом исследования является, как правило, поиск промежутков возрастания (убывания), точек экстремума. 
Если график функции неограниченно приближается к некоторой горизонтальной или наклонной  прямой при неограниченномвозрастании (по модулю) х, то такую прямую называют горизонтальной (соответственно наклонной) асимптотой.
1.6. Свойства тригонометрических функций. 
Гармонические колебания.
Свойства изучаемых функций удобно записывать согласно приведенной в предыдущем пункте схеме. Сведем уже известные вам свойства функций синус, косинус, тангенс и котангенс в таблицу. (Всюду предполагается, что n ЄZ.)
В таблице принята следующая нумерация свойств функции f :
1.1	—область определения;
1.2	— область значений;
2.1	— четность (нечетность);
2.2	— наименьший положительный период;
3.1	— координаты точек пересечения графика f с осью Ох;
3.2	— координаты точек пересечения графика f с осью Оу;
4.1	— промежутки, на которых f принимает положительные значения;
4.2	— промежутки, на которых f принимает отрицательные значения;
5.1	— промежутки возрастания;
5.2	— промежутки убывания;
6.1	—точки минимума;
6.2	— минимумы функции;
6.3	— точки максимума;
6.4	— максимумы функции.
Свойства тригонометрических функций часто применяются при решении задач.
	
	функция

	
	f (х)= sin х;
	f (х) = cos х;
	f (х) = tg х
	f (х) = ctg x

	1.1
1.2
	R
[-1, 1]
	R
[-1, 1]
	(-  + πn; + πn)
R
	(πn; π+ πn)
R

	2.1
2.2
	Нечетная
2π
	Четная
2π
	Нечетная
π
	Нечетная
π

	3.1
3.2
	(π n; 0)
(0;0)
	 + πn; 0)
(0;1)
	(π n; 0)
(0;0)
	 + πn; 0)
Нет

	4.1
4.2
	(2πn;π+2πn)
(-π+ 2πn;2πn)
	(-  + 2πn; + 2πn)
( + 2πn; + 2πn)
	(πn; + πn)
(-  + πn;πn)
	(πn; + πn)
(-  + πn;πn)

	5.1
5.2
	[-  + 2πn; + 2πn]
[ + 2πn; + 2πn]
	[-π+ 2πn;2πn]
[2πn;π+2πn]
	(-  + πn; + πn)
нет
	нет
(πn; + πn)

	6.1
6.2
6.3
6.4
	-  + 2πn
-1
 + 2πn
1
	π+2πn
-1
2πn
1
	Нет
Нет
Нет
Нет
	Нет
Нет
Нет
Нет



Гармонические колебания.
Величины, меняющиеся согласно закону
f(t) = Acos ()	(1)
или
f(t) = A sin ( ),	(2)

играют важную роль в физике. По такому закону меняется, например, координата шарика, подвешенного на пружине. Говорят, что шарик совершает гармонические колебания. Функцию (2) тоже можно записать в виде (1):
A sin () = A cos).

Параметры A,, полностью определяющие колебание (1), имеют специальные названия: А называют амплитудой колебания,  — циклической (или круговой) частотой колебания,  — начальной фазой колебания (обычно берут [0; 2π)). Период функций Asin () и Acos(), равный  , называют периодом гармонического колебания.

Тема 2: Показательная функция
Функция, задаваемая формулой у = ах, где а >0, а  1, называется показательной функцией.
СВОЙСТВА ПОКАЗАТЕЛЬНОЙ ФУНКЦИИ
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Тема 3: Логарифмическая функция
Функция, задаваемая формулой у = logaх, а >0, а1, называется логарифмической функцией.
Показательная и логарифмическая функции при одном и том же основании являются взаимно обратными функциями.
Свойства логарифмической функции
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Тема 4: Степенная функция
Функция, заданная формулой у = хαназывается степенной (с показателем степени α).

Если α>0, то степенная функция определена и при х=0, поскольку 0α = 0. При целых α формулой f(x)= хα степенная функция f определена и для х<0. При четных α эта функция четная, а при нечетных α - нечетная. Поэтому исследование степенной функции достаточно провести только на промежутке (0; ).
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Раздел 8.Многогранники
Тема 1: Понятие многогранника
1.1.Понятие многогранника

Тетраэдр — поверхность, составленная из четырех треугольников, параллелепипед — поверхность, составленная из шести параллелограммов. Каждая из этих поверхностей ограничивает некоторое геометрическое тело, отделяет это тело от остальной части пространства.
Поверхность, составленную из многоугольников и ограничивающую некоторое геометрическое тело, будем называть многогранной поверхностью или многогранником. Тетраэдр и параллелепипед — примеры многогранников. Октаэдр - составлен из восьми треугольников. Тело, ограниченное многогранником, часто также называют многогранником.
Многоугольники, из которых составлен многогранник, называются его гранями. Гранями тетраэдра и октаэдра являются треугольники, гранями параллелепипеда — параллелограммы. Стороны граней называются ребрами, а концы ребер — вершинами многогранника. Отрезок, соединяющий две вершины, не принадлежащие одной грани, называется диагональю многогранника.
Многогранники бывают выпуклые и невыпуклые. Многогранник называется выпуклым, если он расположен по одну сторону
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от плоскости каждой его грани. Тетраэдр, параллелепипед и октаэдр — выпуклые многогранники. 
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На рисунке изображен невыпуклый многогранник, составленный из восьми многоугольников.
Ясно, что все грани выпуклого многогранника являются выпуклыми многоугольниками. В выпуклом многограннике сумма всех плоских углов при каждой его вершине меньше 360°. 

1.2. Геометрическое тело

Мы отметили, что многогранник ограничивает некоторое геометрическое тело. Уточним это понятие.
Точка М называется граничной точкой данной фигуры F, если среди сколь угодно близких к ней точек (включая ее саму) есть точки, как принадлежащие фигуре, так и не принадлежащие ей. Множество всех граничных точек фигуры называется ее границей. Так, например, границей шара является сфера.
Точка фигуры, не являющаяся граничной, называется внутренней точкой фигуры. Каждая внутренняя точка фигуры характеризуется тем, что все достаточно близкие к ней точки пространства также принадлежат фигуре. Так, любая точка шара, не лежащая на сфере — его границе, является внутренней точкой шара.
Фигура называется ограниченной, если ее можно заключить в какую-нибудь сферу. Очевидно, шар, тетраэдр, параллелепипед -  ограниченные фигуры, а прямая и плоскость — неограниченные.
Фигура называется связной, если любые две ее точки можно соединить непрерывной линией, целиком принадлежащей данной фигуре. Примерами связных фигур являются тетраэдр, параллелепипед, октаэдр, плоскость. Фигура, состоящая из двух параллельных плоскостей, не является связной.
Геометрическим телом (или просто телом) называют ограниченную связную фигуру в пространстве, которая содержит все свои граничные точки, причем сколь угодно близко от любой граничной точки находятся внутренние точки фигуры. Границу тела называют также его поверхностью и говорят, что поверхность ограничивает тело.
Плоскость, по обе стороны от которой имеются точки данного тела, называется секущей плоскостью. Фигура, которая образуется при пересечении тела плоскостью (т. е. общая часть тела и секущей плоскости), называется сечением тела.
1.3.Призма
Призмой называют многогранник, две грани которого — равные n-угольники (основания), лежащие в параллельных плоскостях, а остальные n граней (боковые грани) — параллелограммы.
Объединения боковых граней — боковаяповерхность призмы.
Призму, боковые ребра которой перпендикулярны плоскостям основания, называют прямой. В противном случае призма — наклонная.
Отрезок перпендикуляра к плоскостям оснований призмы, концы которого принадлежат этим плоскостям, называют высотой призмы.
Прямая призма, основаниями которой являются правильные многоугольники, называется правильной.
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Площадью полной поверхности призмы называется сумма площадей всех ее граней, а площадью боковой поверхности призмы — сумма площадей ее боковых граней. Площадь Sполн полной поверхности выражается через площадь Sбок боковой поверхности и площадь Sосн основания призмы формулой
Sполн =Sбок + Sосн
Теорема. Площадь боковой поверхности прямой призмы равна произведению периметра основания на высоту призмы.
Sбок = Ph.

Тема2: Пирамида
1.1.Пирамида
Многогранник, одна из граней которого (основание) — многоугольник, а остальные грани (боковые) — треугольники, имеющие общую вершину (вершина пирамиды), называется пирамидой.
Треугольную пирамиду называют тетраэдром.
Высотой пирамиды называют отрезок перпендикуляра, проведенного из вершины пирамиды к плоскости основания.
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Апофемой пирамиды называет высоту боковой грани.
Усеченной пирамидой называется часть пирамиды, заключенная между ее основанием и сечением пирамиды, параллельным основанию.


1.2.Правильная пирамида. Усеченная пирамида.
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Правильная пирамида — это пирамида, в основании которой правильный многоугольник, а вершина проецируется в центр основания.

Свойства правильной пирамиды
1.	Все боковые грани — равные равнобедренные треугольники.
2.	Все боковые ребра равны между собой.
3.	Все апофемы равны.
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Правильная усеченная пирамида — это усеченная пирамида, являющаяся частью правильной пирамиды.
Свойства правильной усеченной пирамиды
1. Все боковые грани — равные равнобокие трапеции.
2. Все ребра равны.
3. Все апофемы равны.
Если в пирамиде все боковые ребра равны (одинаково [image: C:\WINDOWS\Temp\FineReader10\media\image16.jpeg]
наклонены к плоскости основания), то вершина пирамиды проецируется в центр окружности, описанной около ее основания.
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Если в пирамиде все боковые грани одинаково наклонены к плоскости основания (все апофемы равны), то вершина пирамиды проецируется в центр вписанной в основание окружности и
Sбок =, где α — угол между боковой гранью и плоскостью основания.
Свойства сечения пирамиды плоскостью, параллельной основанию
1. Если пересечь пирамиду плоскостью, параллельной основанию, то: а) боковые ребра и высота пирамиды разделятся этой плоскостью на пропорциональные отрезки; б) в сечении получится многоугольник, подобный многоугольнику, лежащему в основании; в) площади сечения и основания будут относиться между собой, как	квадраты их расстояний отвершины пирамиды.
2. Если две пирамиды с равными высотами пересечь плоскостями, параллельными основаниям, на одинаковом расстоянии от вершины, то площади сечений будут пропорциональны площадям оснований.

Тема 3: Правильные многогранники
Выпуклый многогранник называется правильным,  если все его грани - равные правильные многоугольники и в каждой вершине сходится то же число ребер.
Существует пять типов правильных выпуклых многогранников:


те
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тетраэдр гексаэдр(куб)                        октаэдр    додекаэдр           

ХАРАКТЕРИСТИКИ ПРАВИЛЬНЫХ
МНОГОГРАННИКОВ
	Название фигуры
	Вид грани
	Число
	Число ребер, сходящихся в одной вершине

	
	
	граней
	вершин
	ребер
	

	1. Тетраэдр
	правильный
	4
	4
	6
	3

	
	треугольник
	
	
	
	

	2. Гексаэдр
	квадрат
	6
	8
	12
	3

	(куб)
	
	
	
	
	

	3. Октаэдр
	правильный
	8
	6
	12
	4

	
	треугольник
	
	
	
	

	4. Додекаэдр
	правильный
	12
	20
	30
	5

	
	пятиугольник
	
	
	
	■

	5. Икосаэдр
	правильный
	20
	12
	30
	3

	
	треугольник
	
	
	
	


В каждый правильный многогранник можно вписать шар.
Около каждого правильного многогранника можно описать шар.


Раздел 9.Тела и поверхности вращения
Тема 1: Цилиндр
Цилиндрической поверхностью называется поверхность, образованная прямой (образующей), перемещающейся параллельно заданному направлению в пространстве вдоль некоторой заданной линии (направляющей).
Тело, ограниченное цилиндрической поверхностью и двумя кругами, лежащими в параллельных плоскостях, называется круговым цилиндром.
Круговой цилиндр, образующие которого перпендикулярны основанию, называется прямым (часто его называют просто цилиндром).
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За площадь боковой поверхности цилиндра принимается площадь ее развертки.
Sбок = 2πRH
Площадью полной поверхности цилиндра называется сумма площадей боковой поверхности и двух оснований.
Sполн =2πR(R + H).

Тема 2 : Конус
1.1.Конус 
Конусом (точнее круговым конусом) называется тело, которое состоит из круга - основания конуса, точки, не лежащей в плоскости этого круга, — вершины конуса и всех отрезков, соединяющих вершину конуса с точками основания — образующих.
Конус называется прямым, если прямая, соединяющая вершину конуса с центром основания, перпендикулярна плоскости основания.
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1.2.Усеченный конус
Усеченным конусом называется часть конуса, ограниченная его основанием и сечением, параллельным основанию.
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Тема 3:Шар и сфера
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Шаром называется тело,которое состоит из всех точекпространства, находящихся на расстоянии (радиус шара), небольшем данного, от даннойточки (центра шара).
Граница шара называетсяшаровой поверхностью, илисферой (это все точки шара,удаленные от ег центра нарасстояние, равное радиусу).
Части шара
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Часть шара, отсеченная отнего плоскостью, называетсяшаровым сегментом.
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Часть шара, отсеченная отнего конической поверхностьюс вершиной в центре шара, называется шаровым сектором.


Тема 4:Сечения тел вращения

Свойства сечений цилиндра
1. Сечение цилиндра плоскостью, параллельной основаниям,есть круг, равный кругу любогооснования.
2. Сечение цилиндра плоскостью, перпендикулярной основаниям (то есть параллельно образующей цилиндра), есть прямоугольник.

Свойства сечений конуса
1.	Сечение конуса плоскостью, проходящей через еговершину, есть равнобедренный треугольник.
2.	Сечение конуса плоскостью, параллельной его основанию, естькруг (с центром на оси конуса).

Всякое сечение шара плоскостью есть круг.

Раздел 10.Начала математического анализа
Тема 1: Производная
1.1.Приращение функции
Пусть х — произвольная точка, лежащая в некоторой окрестности фиксированной точки х0. Разность х - х0 называется приращением независимой переменной (или приращением аргумента) в точке х0 и обозначается Δх: Δх = х - х0.

Разность f(x) - f(x0) = f (х0 + Δх) - f (х0) называется приращением функции в точке х0, соответствующим приращению Δх аргумента, и обозначается Δf: 
Δf = f (х0 + Δх) - f (х0).
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1.2. Понятие о производной
1)	С помощью формулы, задающей функцию f, находим ее приращение в точке х0:
Δf = f (х0 + Δх) - f (х0)
2)	Находим выражение для разностного отношения  :


которое затем преобразуем — упрощаем, сокращаем на  и т. п.
3)	Выясняем, к какому числу стремится , если считать,что стремится к нулю.
Найденное таким образом число иногда называется (по аналогии с физикой) скоростью изменения функции f в точке х0 или (что более принято) производной функции f в точке х0.
Определение.Производной функции f в точке х0 называется число, к которому стремится разностное отношение 

при , стремящимся к нулю.
Производная функции f в точке х0 обозначается f ' (х0) (читается: «Эф штрих от х0»).
Функцию, имеющую производную в точке х0, называют дифференцируемой в этой точке. Пусть D1 — множество точек, в которых функция f дифференцируема. Сопоставляя каждому х Є D1число f`' (х), получим новую функцию с областью определения D1.
Эта функция называется производной функции у = f (х) и обозначается f 'или у'.
Нахождение производной данной функции f называется дифференцированием.
В этом пункте мы получили следующие формулы дифференцирования:
(х2)' = 2х, (х3)' = Зх2, (kx + b)' = k.
Полагая в формуле (kx + b)' = k, что k = 0, b = С, где С — произвольная постоянная, получаем, что С' = 0, т. е. производная постоянной равна нулю.

1.3.Правила вычисления производных

Правило 1. Если функции u и v дифференцируемы в точке х0, то их сумма дифференцируема в этой точке и
(u + v)' = u ' + v'.
Коротко говорят: производная суммы равна сумме производных.
Правило 2. Если функции u и v дифференцируемы в точке х0, то их произведение дифференцируемо в этой точке и
(UV)' = u'v + uv'.
Следствие. Если функция и дифференцируема в х0, а С — постоянная, то функция С u дифференцируема в этой точке и
(С u)' = С u '.
Коротко говорят: постоянный множитель можно выносить за знак производной.
Правило 3. Если функции u и v дифференцируемы в точке х0 и функция v не равна нулю в этой точке, то частное также дифференцируемо в х0 и

(.

1.4.Производная сложной функции

Если функция f имеет производную в точке х0, а функция g имеет производную в точке у0 = f (х0), то сложная функция h (х) = g (f (х)) также имеет производную в точке х0, причем
h' (х0) = g ' (f (х0))f ' (х0).

1.5.Производная тригонометрических функций
Функция синус имеет производную в любой точке и
(sinх)' = cos х               (1).
Функции у = cos х, у = tg х, у = ctg х имеют производные в каждой точке своей области определения, и справедливы формулы:

(cos х)' = -sin х,	(2)
(tg х)' =,	(3)
(ctg х)' =-(4) .	

Тема 2:Применения непрерывности и производной
2.1.Применения непрерывности
Если функция непрерывна в каждой точке некоторого промежутка I, то ее называют непрерывной на промежутке I (промежуток I называют промежутком непрерывности функции f). При переходе от одной точки этого промежутка к близкой ей точке значение функции меняется мало; график f на этом промежутке представляет собой непрерывную линию, о которой говорят, что ее можно «нарисовать, не отрывая карандаша от бумаги». (Так, во всяком случае, обстоит дело для непрерывных функций, изучаемых в школьном курсе.)
Дифференцируемая в точке х0, непрерывна в этой точке. Все дробно-рациональные и основные тригонометрические функции дифференцируемы во всех точках своих областей определения. Следовательно, эти функции и непрерывны в каждой из этих точек.
Отметим следующее свойство непрерывных функций:
Если на интервале (а; b) функция f непрерывна и не обращается в нуль, то она на этом интервале сохраняет постоянный знак.

Метод интервалов.
На свойстве непрерывных функций, рассмотренном в этом пункте (его полное доказательство приводится в курсах математического анализа), основан метод решения неравенств с одной переменной (метод интервалов). Опишем его.
Пусть функция f непрерывна на интервале I и обращается в нуль в конечном числе точек этого интервала. По сформулированному выше свойству непрерывных функций этими точками I разбивается на интервалы, в каждом из которых непрерывная функция f сохраняет постоянный знак. Чтобы определить этот знак, достаточно вычислить значение функции f в какой-либо одной точке из каждого такого интервала.

2.2.Касательная к графику функции
Говорят, что касательная есть предельное положение секущей при→ 0.
Итак, существование производной функции f в точке х0 эквивалентно существованию (невертикальной) касательной в точке (х0; f (х0)) графика, при этом угловой коэффициент касательной равен f (х0). В этом состоит геометрический смысл производной.
Касательная к графику дифференцируемой в точке х0 функции f — это прямая, проходящая через точку (х0; f (х0)) и имеющая угловой коэффициент f ' (х0).
Выведем теперь уравнение касательной к графику функции f в точке 
А (х0; f (х0)).
Уравнение прямой с угловым коэффициентом f (х0) имеетвид:
у = f ' (х0) х + b.
Для вычисления b воспользуемся тем, что касательная проходит через точку А:  f (х0) = f ' (х0) х + b, откуда b = f (x0) – f  ' (х0) • х0, значит, уравнение касательной таково:
У = f ' (х0) х - f ' (х0) х0 + f (x0),
или
У =f (x0) + f ' (х0)(x – x0).     (1)
Формула Лагранжа
Если функция дифференцируема, то на интервале ( a;b) найдется такая точка c Є( a;b), что
f ' (с)=  .
2.3.Приближенные вычисления
Для дифференцируемой в точке х0 функции f при :, мало отличающихся от нуля, ее график близок к касательной (проведенной в точке графика с абсциссой х0), т. е. при малых 
f(x)f(x0) + f'(x0).	(1)
Если точка х0 такова, что значения f (х0) и f'(х0) нетрудно вычислить, то формула (1) позволяет находить приближенные значения f (х) при х, достаточно близких к х0.
                     (2)
()n                    (3)     

Тема 3:Применения производной к исследованию функции
3.1.Признак возрастания (убывания) функции

Если f ' (x) > 0 в каждой точке интервала (а; b), то функция f (х) возрастает на этом интервале. Если f '(x) < 0 в каждой точке интервала (а; b), то функция f(x) убывает на этом интервале.
Например : Найти промежутки возрастания (убывания) функции f(x) = х - х3.
Решение: Область определения D(f) = R. f '(x) = 1 - Зх2. Для решения неравенства f '(x)>0, то есть 1 - Зх2> 0, воспользуемся методом интервалов.

(1 - x) (1 + х) > 0 х Є(;)	Следовательно, на интервале (;) функция возрастает. Аналогично, f ' (х) < 0 на интервалах (;) и(;) , поэтому на этих интервалахфункция убывает.

3.2.Критические точки функции, максимумы и минимумы
Внутренние точки области определения функции, в которых ее производная равна нулю или не существует, называются критическими точками функции.
Необходимое условие существования экстремума
Если функция у = f(x) имеет экстремум в точке х = х0, то либо f ' (x0) = 0, либо f ' (х0) не существует.
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Так, функция, график которой изображен на рисунке, имеет экстремумы в точках х2, х3 и х4. В точках x1 и х2 к графику функции можно провести касательные, причем эти касательные параллельны оси х, а значит, угловой коэффициент каждой из касательных равен нулю — f ' (x1) = 0 и f ' (x2) = 0. В точках х3 и х4 производная не существует.
Итак, экстремумы функции могут достигаться только в критических точках. Обратное утверждение не верно: не во всякой критической точке функция имеет экстремум. Так, функция у = х3 имеет одну критическую точку х = 0 (в этой точке у' = 0), но не имеет в этой точке ни максимума, ни минимума.
Достаточное условие существования экстремума
Пусть х = х0 — критическая точка функции у = f(x) и пусть существует интервал (а; b), содержащий точку х0внутри себя и такой, что на каждом из интервалов (а; х0) и (х0; b) производная f'(x) существует и сохраняет постоянный знак. Тогда:
а)	если f'(x) > 0 на интервале (а; х0) и f'(x) < 0 на интервале (х0; b) (то есть производная меняет знак с плюса на минус), то х0 — точка максимума функции у = f(x);
б)	если f'(x) < 0 на интервале (а; х0) и f'(x) > 0 на интервале (х0; b) (то есть производная меняет знак с минуса на плюс), то х0— точка минимума функции y = f(x);
в)	если и на (а; х0) и на (х0; b) производная f'(x) > 0 (или f'(x) < 0), то точка не является точкой экстремума функции у = f(x).
Правило отыскания промежутков монотонности (возрастания и убывания) и экстремумов функции у = f(x)
1.	Найти производную f(x).
2.	Найти критические точки — точки, где f'(x) = 0 или f'(x) не существует.
3.	Найти промежутки знакопостоянства производной: решить неравенства f'(x) > 0 и f'(x) < 0.
4.	С помощью достаточного признака исследовать функцию в критических точках на экстремум.
5.	Вычислить значения функции в экстремальных точках.

3.3.Примеры применения производной к исследованию функции

Общая схема исследования функции и построения ее графика
1.	Найти область определения функции.
2.	Исследовать функцию на четность и нечетность,на периодичность.
3.	Найти, если это возможно, точки пересечения графика функции с осями координат.
4.	Найти промежутки знакопостоянства функции.
5.	Исследовать поведение функции в окрестностях характерных точек, не входящих в область определения, и при больших (по модулю) значениях аргумента.
6.	Найти асимптоты графика функции.
7.	Найти промежутки монотонности (возрастания и убывания) и экстремумы функции.
8.	Иногда для уточнения графика следует найти две-три дополнительные точки, желательно характерные.
В предлагаемой схеме первые четыре пункта — это исследование функции элементарными методами. Пункты 5 и 6 выполняются с использованием понятия предела, а пункт 7 — с использованием понятия производной.

3.4.Наибольшее и наименьшее значения функции
Отыскание наибольшего и наименьшего значений непрерывной функции на отрезке

Теорема Вейерштрасса утверждает: Если функция у = f(x) непрерывна на отрезке [а; b], то она принимает на этом отрезке наибольшее и наименьшее значения, то есть существуют точки отрезка [а; b], в которых функция принимает наибольшее и наименьшее на [а; b] значения.
Чтобы найти наибольшее и наименьшее значения функции, имеющей на отрезке конечное число критических точек, нужно вычислить значения функции во всех критических точках и на концах отрезка, а затем из полученных чисел выбрать наибольшее и наименьшее.

Замечание. Функция, заданная на интервале (а;b), может не иметь на этом интервале наибольшего или наименьшего значения.
[image: C:\WINDOWS\Temp\FineReader10\media\image5.jpeg][image: C:\WINDOWS\Temp\FineReader10\media\image4.jpeg]

xvх2, х3 — критические точки.На интервале (а; b) функция не имеет.
Наибольшее значение функция ни наибольшего, ни наименьшего значений
принимает в точке а, 
наименьшее — в точке х3.

Тема 4: Производная показательной функции

 Функция ех дифференцируема в каждой точке области определения, и
(ех)' = ех.
Например: Найдем производную функции у = е5х:
(е5х)'= е5х . (5х)' = 5е5х.
Показательная функция ах дифференцируема в каждой точке области определения, и
(ах)' = ахln а.
Следствие. Показательная функция непрерывна в каждой точке своей области определения, т. е. ах -> ах° при х →х0.
Например:Найдем производные функций у = 2х и у = 5-3х.
По формуле имеем
(2х)' = 2хln 2;
(5-3х)' = (-3) 5-3хln 5.

Тема 5:Производная логарифмической функции
Производная логарифмической функции для любого х из области определения находится по формуле

(1n х)' =.
По основному логарифмическому тождеству х = е1nх при всех положительных х, т. е. в этом равенстве справа и слева стоит один и та же функция (определенная на R+). Поэтому производные x и е1nхравны, т. е.

х' = (е1nх)'.	

Известно, что х' = 1. Производную правой части вычисляем по правилу нахождения производной сложной функции и теореме : (elnx)' = elnxIn' х = 
х In' х. Подставляя найденные производные в равенство, находим 1 = xIn' х, откуда
ln'x =.
Тема 6: Первообразная
6.1. Определение первообразной
Функция F(x) называется первообразной для функции f(x) на заданном промежутке, если для всех х из этого промежутка F'(x) = f(x).
Например: функция F(x) =  есть первообразнаядля функции f(x) = х2 на интервале (- ; ), так какF'(x) =()' == Зх2 = х2 = f(x)
для всех х из интервала (- ; ).
Функция не единственная, производная которой равна х2. Любая функция вида  + С, где С — постоянная, является первообразной для функции f(x) = х2. 

6.2.Основное свойство первообразной

Справедлива следующая теорема:
Любая первообразная для функции f(x) на промежутке может быть записана в виде F(x) + С, гдеF(x) — одна из первообразных для функции F(x) на указанном промежутке, а С — произвольная постоянная.
Геометрический смысл этого факта состоит в том, что графики любых двух первообразных для функции f получаются друг из друга параллельным переносом вдоль оси у.
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6.3.Три правила нахождения первообразных

1.	Если F(x) есть первообразная для f(x), a G(x) — первообразная для g(x), то F(x) + G(x) есть первообразная для f(x) + g(x).

2.	Если F(x) есть первообразная для f(x), а С— постоянная, то СF(x) есть первообразная для Сf(x).

3.	Если есть первообразная для f(x), akиbпостоянные, причемkто F (kx + b) есть первообразная для f (kx + b).
Таблица первообразных
[image: C:\WINDOWS\Temp\FineReader10\media\image7.jpeg]


Тема 7: Интеграл
7.1.Площадь криволинейной трапеции. Формула Ньютона-Лейбница
Пусть функция у = f(x) непрерывна на отрезке [а; b]. Разобьем отрезок [а; b] на n отрезков одинаковой длины точками: х0 = а < х1< х2< ... <xn-l<хn = b, и пусть
Δх =  = хк - xk-1 ,где k = 1, 2, n - 1, n.
Рассмотрим сумму Sn:

Sn = f(x0)Δх + f(х1) x + … + f(хn-1) Δх = (f(x0) + f(x1) + … + f(xn-1)) Δх.

Значение суммы Snзависит от числа точек разбиения отрезка [а; b] — от n.
Если функция f(x) непрерывна на отрезке [а; b], то последовательность таких сумм S , S , Sn, ... при n→ имеет предел. (Sn→S при n→.) Это число называют интегралом функции f(x) от а доb

и обозначают dx.
Числа а и b называют нижним и верхним пределами интегрирования.

Sn→dx при n→.

Связь между интегралом и первообразной (формула Ньютона—Лейбница)

Если — первообразная для f(x) на отрезке [а; b], тоdx = F(b) - F(a).
Это формула Ньютона—Лейбница.
Для удобства разность F(b) - F(a) принято обозначать F(x)|

7.2.Применения интеграла
Применение интеграла для вычисления площадей плоских фигур.
 Пусть функция f(x) — непрерывна на отрезке [а; b] и не меняет на нем знака. Фигуру, ограниченную графиком этой функции, отрезком [a; b] и прямыми х= а и х, называюткриволинейной трапецией.
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Если функция f(x) неотрицательна на отрезке [a; b], то площадь криволинейной трапеции численно равна интегралуdx.
Если функция отрицательна на [а; b], то площадь криволинейной трапеции равна абсолютному значению интегралаdx:
S = .
Если функция f(x) один или несколько раз меняет знак на промежутке [а; b], то интегралdx равен разности двух чисел, одно из которых (уменьшаемое) выражает площадь, ограниченную частью кривой с положительными ординатами, а другое (вычитаемое) — площадь, ограниченную частью кривой с отрицательными ординатами.
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Площадь фигуры, ограниченной прямыми х = а, х = b, а сверху и снизу графиками функций у1 = f(x) и y2 = g(х) таких, что для всех x из [a; b] f(x) ≥ g(x), вычисляется по формуле S =  - g(x))dx.
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Вычисление объемов тел с помощью интеграла

Пусть задано тело объемом V, причем имеется такая прямая, что, какую бы плоскость, перпендикулярную этой прямой, мы не взяли, нам известна площадь S сечения тела этой плоскостью. Если плоскость перпендикулярна оси х, то каждой точке оси, то есть каждому числу х из отрезка [а; b], поставлено в соответствие единственное число S(x) —площадь сечения тела этой плоскостью. Тем самым на отрезке [а; b] задана функция. 	Если она непрерывна на [а; b], то справедлива формула
V = dx.
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В частности, если криволинейная трапеция опирается на отрезок [а; b] оси х и ограничена сверху графиком функции у = f(x), непрерывной на [а; b] и принимающей неотрицательные значения в каждой точке отрезка, то при вращении этой криволинейной трапеции вокруг оси х получается тело, объем которого вычисляется по формуле
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Раздел 11.Измерения в геометрии 
Тема 1: Объём и его измерения
Понятие объема тела вводится по аналогии с понятием площади плоской фигуры. Из курса планиметрии известно, что каждый многоугольник имеет площадь, которая измеряется с помощью выбранной единицы измерения площадей. В качестве единицы измерения площадей обычно берут квадрат, сторона которого равна единице измерения отрезков.
Аналогично будем считать, что каждое из рассматриваемых нами тел имеет объем, который можно измерить с помощью выбранной единицы измерения объемов. За единицу измерения объемов примем куб, ребро которого равно единице измерения отрезков. Куб с ребром 1 см называют кубическим сантиметром и обозначают см3 .
Аналогично определяются кубический метр (м3), кубический миллиметр (мм3) и т. д. Процедура измерения объемов аналогична процедуре измерения площадей. При выбранной единице измерения объем каждого тела выражается положительным числом, которое показывает, сколько единиц измерения объемов и частей единицы содержится в данном теле. Ясно, что число, выражающее объем тела, зависит от выбора единицы измерения объемов, и поэтому единица измерения объемов указывается после этого числа. Например, если в качестве единицы измерения объемов взят см3 и при этом объем V некоторого тела оказался равным 2, то пишут V=2 см3.
Если два тела равны, то каждое из них содержит столько же единиц измерения объемов и ее частей, сколько и другое тело, т. е. имеет место следующее свойство объемов:
1°. Равные тела имеют равные объемы.
Замечание. Равенство двух фигур, в частности двух тел, в стереометрии определяется так же, как и в планиметрии: два тела называются равными, если их можно совместить наложением. Примерами равных тел являются два прямоугольных параллелепипеда с соответственно равными измерениями, две прямые призмы с равными основаниями и равными высотами, две правильные пирамиды, у которых соответственно равны стороны оснований и высоты. В каждом из указанных случаев равенство двух тел можно доказать на основе аксиом наложения и равенства фигур.
Рассмотрим еще одно свойство объемов. Пусть тело составлено из нескольких тел. При этом мы предполагаем, что любые два из этих тел не имеют общих внутренних точек, но могут иметь общие граничные точки, на котором цилиндр Q и конус F имеют общие граничные точки — точки их общего основания). Ясно, что объем всего тела складывается из объемов составляющих его тел. Итак,
2°. Если тело составлено из нескольких тел, то его объем равен сумме объемов этих тел.
Свойства 1° и 2° называют основными свойствами объемов. Напомним, что аналогичными свойствами обладают длины отрезков и площади многоугольников. В дальнейшем на основе этих свойств мы выведем формулы для вычисления объемов параллелепипеда, призмы, пирамиды, цилиндра, конуса, шара.
Предварительно отметим одно следствие из свойств 1° и 2°. Рассмотрим куб, принятый за единицу измерения объемов. Его ребро равно единице измерения отрезков. Разобьем каждое ребро этого куба на n равных частей (n— произвольное целое число) и проведем через точки разбиения плоскости, перпендикулярные к этому ребру. Куб разобьется на n3 равных маленьких кубов с ребром . Так как сумма объемов всех

маленьких кубов равна объему всего куба (свойство 2°), т. е. равна 1, то объем каждого из маленьких кубов равен   (объемы маленьких

кубов равны друг другу по свойству 1°). Итак,
объем куба с ребром равен  .
Тема 2: Формулы объёмов куба, прямоугольного параллелепипеда, призмы, цилиндра. Формулы объёма пирамиды и конуса.
1. Объём куба равен кубу его ребра.
V = а3

2. Объёмпрямоугольного параллелепипеда равен произведению трех его измерений
V =аbc
Следствие 1. Объем прямоугольного параллелепипеда равен произведению площади основания на высоту.
В самом деле, примем грань с ребрами а и b за основание. Тогда площадь S основания равна ab, а высота h параллелепипеда равна с. Следовательно, 
V = abc=Sh.
Следствие 2. Объем прямой призмы, основанием которой является прямоугольный треугольник, равен произведению площади основания на высоту.
Для доказательства этого утверждения дополним прямую треугольную призму с основанием ABC (A прямой) до прямоугольного параллелепипеда. В силу следствия 1 объем этого параллелепипеда равен 2SABC. h, где SABC — площадь треугольника ABC, h — высота призмы. Плоскость В1ВС разбивает параллелепипед на две равные прямые призмы, одна из которых — данная. (Эти призмы равны, так как имеют равные основания и равные высоты.) Следовательно, объем V данной призмы равен половине объема параллелепипеда, т. е.
V =(2SABCh)=SABCh,
что и требовалось доказать.
3. Объем прямой призмы равен произведению площади основания на высоту.
V = SABCh
Объем наклонной  призмы равен произведению площади основания на высоту.
V = SABCh

4. Объем цилиндра равен произведению площади основания на высоту.
V = Sh = πr2h
5. Объем пирамиды равен одной трети произведения площади основания на высоту.
V =Sh
6. Объем конуса  равен одной трети произведения площади основания на высоту.
V =S. h = Объем пирамиды равен одной трети произведения площади основания на высоту.
V =Sh= πr2h

Тема 2: Формулы объёма шара и площади сферы.
1. Объём шара радиуса Rравен .
2. Если радиус шара равенR , а высота сегмента равна h, то объём шарового сегмента вычисляется по формуле 
V =
3. Объём шарового слоя можно вычислить как разность объёмов двух шаровых сегментов.
4. Если радиус шара равенR , а высота сегмента равна h, то объём шарового сектора вычисляется по формуле 
V =
5. Площадь сферы 

S=4

Раздел 12.Элементы теории вероятностей. Элементы математической статистики. 
Тема 1:Событие и вероятность
1.1. Понятие о случайном событии
Результат (исход) опыта или наблюдения называют событием. Пусть производится опыт, в результате которого может произойти или не произойти некоторое событие; такие события называют случайными (или возможными) событиями.
Теория вероятностей — раздел математики, изучающий случайные события. 
Статистика занимается сбором, представлением (в виде таблиц, диаграмм, графиков и др.) и анализом информации о различных случайных величинах.
Случайными величинами называют такие величины, которые в ходе наблюдений или испытаний могут принимать различные значения. 
Можно говорить о том, что их значения зависят от случая. Под экспериментом (испытанием, опытом) мы будем понимать некоторую воспроизводимую совокупность условий, в которых наблюдается то или другое явление, фиксируется тот или иной результат. Заметим, что "опыт" не обязательно должен быть поставлен человеком; он может протекать независимо от него; при этом человек выступает в роли наблюдателя или фиксатора происходящего: от него зависит только решение, что именно наблюдать и какие явления фиксировать.
Если результат эксперимента варьируется при его повторении, говорят об опыте со случайным исходом. Именно такие опыты мы будем здесь рассматривать и добавление "со случайным исходом" для краткости опускать. Тот факт, что при повторении опыта его основные условия сохраняются, и, значит, мы вправе ожидать устойчивости частот, тоже не будем каждый раз оговаривать. 
Случайным событием (или просто событием) называется всякий факт, который в опыте со случайным исходом может произойти или не произойти. События мы будем обозначать большими буквами латинского алфавита.
Для примера рассмотрим несколько событий: 
Бросание монеты; событие A — появление герба. 
Бросание трех монет; событие B — появление трех гербов. 
Передача группы из n сигналов; событие C — искажение хотя бы одного из них. 
Выстрел по мишени; событие D — попадание. 
Вынимание наугад одной карты из колоды; событие Е — появление туза. 
Тот же опыт, что в примере 5; событие F — появление карты червонной масти. 
Во всех примерах события A, B, C обладают какой-то степенью возможности — одни большей, другие меньшей, причем для некоторых из них мы сразу можем решить, какое из них более, а какое менее возможно. Например, событие A более возможно (вероятно), чем B, а событие F более возможно, чем Е. Любое случайное событие обладает какой-то степенью возможности, которую в принципе можно измерить численно. Чтобы сравнивать события по степени их возможности, нужно связать с каждым из них какое-то число, которое тем больше, чем больше возможность события. Это число мы и назовем вероятностью события. 
Сравнивая между собой по степени возможности различные события, мы склонны считать более вероятными те события, которые происходят чаще, менее вероятными — те, которые происходят реже; маловероятными — те, которые вообще не происходят.
Например: сумма чисел (очков), выпадающая при бросании двух игральных костей, — случайная величина.
Обозначим её X , тогда Х1 = 2, Х2 = 3, X3 = 4, …, Х11 = 12 — значения этой случайной величины. В таблице 1 указаны суммы выпавших чисел, а в таблице 2 показано распределение значений случайной величины X (суммы выпавших чисел) по их вероятностям Р: каждой из сумм X1 ,Х2, Х3 , …, Х11 поставлена в-соответствие вероятность, с которой она может появиться в результате одного испытания (одного бросания двух игральных костей).
Таблица 1
	Iкость
IIкость
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12



Таблица 2
	х
	2
	3
	4

	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	P
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Cумма Х2 = 3 появляется в двух благоприятствующих случаях (1 + 2 и 2 + 1) из 36 возможных, поэтому Р2 = = .
На практике часто после проведения реальных испытаний составляются таблицы распределения значений случайных величин по частотам (или по
относительным частотам), после чего для большей наглядности распределение данных представляют либо в виде диаграммы, либо в виде полигона частот (полигона относительныхчастот).
Рассмотренные случайные величины принимали изолированные друг от друга значения. Такие величины называют дискретными (от лат. discretus — раздельный, прерывистый).
Если случайная величина может принимать любое значение из некоторого промежутка, то такая величина называется непрерывной. 
Например: время Т ожидания автобуса на остановке, когда пассажир приходит на остановку случайным образом, а автобусы ходят с интервалом 10 мин, есть непрерывная случайная величина, принимающая любое
числовое значение Т Є [0; 10].
Очевидно, число возможных значений непрерывной случайной величины бесконечно. Однако существует способ, с помощью которого можно задать
распределение и непрерывной случайной величины. Для этого промежуток значений величины разбивают на части (обычно — на равные) и считают
частоты (или вероятности) попадания значений случайной величины в каждую из них.пример. Пусть время горения Т(в часах) электрической лампочки некоторого вида Т Є[0; 1000]. Тогда промежуток [0; 1000] можно
разделить к примеру на 5 одинаковых по длинепромежутков и результаты горения каждой из100 экспериментальных лампочек занести в частотную
таблицу 3:
Таблица 3
	T
	[0; 200)
	[200; 400)
	[400; 600)
	[600; 800)
	[800; 1000]

	M
	1
	3
	10
	18
	68


Отметим, что ΣМ = N = 100.
Данные этой таблицы можно представить с помощью так называемой гистограммы частот. 
1.2.Алгебра событий
Очень большую роль в применении вероятностных методов играют практически достоверные и практически невозможные события. 
Событие A называется практически невозможным, если его вероятность не в точности равна нулю, но очень близка к нему. 
В качестве примера рассмотрим следующий опыт: 32 буквы разрезной азбуки смешали между собой; наугад вынимается одна карточка, стоящая на ней буква записывается, карточка возвращается обратно и смешивается с другими. Такой опыт производится 25 раз. Событие A состоит в том, что после 25 выниманий мы запишем первую строчку "Евгения Онегина": 
"Мой дядя самых честных правил". Событие A не является физически невозможным, но вероятность его настолько мала, что событие с такой вероятностью можно смело считать практически невозможным. 
Аналогично, практически достоверным является событие, вероятность которого не в точности равна единице, но очень близка к ней. 
Введем новое важное понятие: противоположное событие. Противоположным событию А называется событие А, состоящее в непоявлении события А. 
Пример. Один выстрел по мишени. Событие А — попадание в десятку. Противоположное событие А — непопадание в десятку. 
Вернемся к практически невозможным и практически достоверным событиям. Если какое-то событие А практически невозможно, то противоположное ему событие А практически достоверно (и наоборот). 
Практически невозможные (и сопутствующие им практически достоверные) события играют большую роль в теории вероятностей: на них основана вся её познавательная ценность. Ни один прогноз в области случайных явлений не является и не может являться полностью достоверным; он может быть только практически достоверным, т. е. осуществляться с очень большой вероятностью. 
В основе применения всех выводов и рекомендаций, добываемых с помощью теории вероятностей, лежит принцип практической уверенности, который можно сформулировать следующим образом: 
Если вероятность события А в данном опыте весьма мала, то (при однократном выполнении опыта) можно вести себя так, как будто событие А вообще невозможно, т. е. не рассчитывать на его появление. 
В повседневной жизни мы постоянно (хотя и бессознательно) пользуемся этим принципом. Например, выезжая куда-то на такси, мы не рассчитываем на возможность погибнуть в дорожной катастрофе, хотя некоторая (весьма малая) вероятность этого события все же имеется. Отправляясь летом на Кавказ или в Крым, мы не захватываем с собой зимней верхней одежды, хотя какая-то (очень малая) вероятность того, что нас настигнет мороз, всё-таки не равна нулю. 
Переходим к самому тонкому и трудному вопросу: насколько мала должна быть вероятность события, чтобы его можно было считать практически невозможным? 
Ответ на вопрос выходит за рамки математической теории и в каждом отдельном случае решается из практических соображений, в соответствии с той важностью, которую имеет желаемый для нас результат опыта. 
Чем опаснее для нас возможная ошибка предсказания, тем ближе к нулю должна быть вероятность события, чтобы его считать практически невозможным.
Существует класс опытов, для которых вероятности их возможных исходов можно вычислить, исходя непосредственно из самих условий опыта. Для этого нужно, чтобы различные исходы опыта обладали симметрией и в силу этого были объективно одинаково возможными. 
Рассмотрим, например, опыт, состоящий в бросании игральной кости. Если кубик выполнен симметрично, "правильно" (центр тяжести не смещен ни к одной из граней), естественно предположить, что любая из граней будет выпадать так же часто, как каждая из остальных. Так как достоверное событие "выпадает какая-то из граней" имеет вероятность, равную единице, и распадается на шесть одинаково равных вариантов (1, 2, 3, 4, 5 или 6 очков), то естественно приписать каждому из них вероятность, равную 1/6. 
Для всякого опыта, обладающего симметрией возможных исходов, можно применить аналогичный прием, который называется непосредственным подсчетом вероятностей.Перед тем как дать способ непосредственного подсчёта вероятностей, введём некоторые вспомогательные понятия. 
Говорят, что несколько событий в данном опыте образуют полную группу, если в результате опыта неизбежно должно появиться хотя бы одно из них.
Примеры событий, образующих полную группу:
Появление "1", "2", "3", "4", "5", "6" очков при бросании игральной кости. 
Два попадания, два промаха и одно попадание, один промах при двух выстрелах по мишени. 
Несколько событий в данном опыте называются несовместимыми, если никакие два из них не могут появиться вместе.
 Примеры несовместимых событий: 
Два попадания и два промаха при двух выстрелах. 
Выпадение герба и выпадение решки при бросании монеты. 
Выпадение двух, выпадение трех и выпадение пяти очков при однократном   бросании игральной кости. 
Несколько событий называются равновозможными, если по условиям симметрии есть основание считать, что ни одно из них не является более объективно возможным, чем другое.
Заметим, что равновозможные события не могут проявляться иначе, чем в опытах, обладающих симметрией возможных исходов; наше незнание о том, какое из них вероятнее, не есть основание для того, чтобы считать события равновозможными. 
Примеры равновозможных событий: 
Выпадение герба и выпадение решки при бросании симметричной, "правильной монеты". 
Появление карты "червонной", "бубновой", "трефовой" или "пиковой" масти при вынимании карты   из   колоды. 
С опытами, обладающими симметрией исходов, связываются особые группы событий: они образуют полную группу, несовместимы и равновозможны. 
События, образующие такую группу, называются случаями. Примеры случаев: 
Появление герба и решки при бросании монеты. 
Появление "1", "2", "3", "4", "5" и "6" очков при бросании игральной кости. 
Если опыт обладает симметрией возможных исходов, то случаи представляют собой набор его равновозможных и исключающих друг друга исходов. Про такой случай говорят, что он сводится к схеме случаев. Для таких опытов возможен непосредственный подсчет вероятностей, основанный на подсчете доли так называемых благоприятных случаев в общем их числе. 
Случай называется благоприятным (или "благоприятствующим") событию A, если появление этого случая влечет за собой появление данного события. 
1.3. Определение вероятности
В случае, если опыт сводится к схеме случаев, то вероятность события A в данном опыте можно вычислить как долю благоприятных случаев в общем их числе: 
P(A)= m/n ,
 где m — число случаев, благоприятных событию A; n — общее число случаев.
Эта формула называется "классической формулой" для вычисления вероятностей. Предложенная еще в XVII веке, когда главным полем приложения теории вероятностей были азартные игры (в которых симметрия возможных исходов обеспечивается специальными мерами), она долгое время (вплоть до XIX века) фигурировала в литературе как "определение вероятности"; те задачи, в которых схема случаев отсутствует, искусственными приемами сводились к ней. В настоящее время формального определения вероятности не дается, т. к. это понятие считается первичным и не определяется. 
Сегодня для вычисления вероятностей применяется закон распределения Пуассона.
Оно описывает: показания счетчика, снимаемые через каждый интервал времени Т; число зарегистрированных событий. 
Многие физические явления приводят именно к такому распределению вероятностей Пуассона, поэтому оно играет большую роль в практическом применении теории вероятностей.

Таким образом, понятие вероятности события с самого начала тесно связано с понятием его частоты. 
Характеризуя вероятности событий числами, нужно установить какую-то единицу измерения. В качестве такой единицы естественно взять вероятность достоверного события, т. е. такого события, которое в результате опыта неизбежно должно произойти. Пример достоверного события — выпадение не более шести очков при бросании игральной кости. Другой пример достоверного события: "камень, брошенный вверх, вернется на Землю, а не станет её искусственным спутником". 
Противоположностью достоверного события является невозможное событие — то, которое в данном опыте вообще не может произойти. Пример: "выпадение 12 очков при бросании одной игральной кости". 
Если приписать достоверному событию вероятность, равную единице, а невозможному — нулю, то все другие события — возможные, но не достоверные будут характеризоваться вероятностями, лежащими между нулем и единицей, составляющими какую- то долю единицы. 
Таким образом, установлены единица измерения вероятности — вероятность достоверного события и диапазон вероятностей — числа от нуля до единицы.
Какое бы событие A мы бы ни взяли, его вероятность P(A) удовлетворяет условию: 0<P(A)<1. 
Тема 2:Свойства вероятности
2.1.Теоремы сложения и умножения вероятностей
Суммой (объединением) событий А и В называют событие, заключающееся в том, что происходит по крайней мере одно из событий А и В (или А, или В, или оба вместе). Сумму событий А и. В обозначают A U В.
ПРИМЕР 1. Если при бросании игральной кости событие А есть выпадание или 1, или 2 очков, а событие В — выпадание или 2, или 3 очков, то событие A U В заключается в выпадании или 1, или 2, или 3 очков.
Запись A1 U А2 U ... U Aq означает событие, заключающееся в том, что происходит по крайней мере одно из событий А1, А2, ... Aq.
Произведением (пересечением) событий А и В называют событие, заключающееся в том, что происходят оба события и А, и В. Произведение событий А и В обозначают А В или АВ.
Так, в примере 1 событие А В заключается в выпадании 2 очков.
Запись А1 А2 ... Аq(или AlA2...Aq) означает событие, заключающееся в том, что происходят все события: и А1, и А2, ..., и Аq.
Вероятности событий обладают следующими свойствами:
1.	Вероятность любого события А удовлетворяет неравенствам:
0≤ Р (А) ≤1.
2.	Вероятность достоверного события Ω равна 1:
Р(Ω) = 1.

3.	Вероятность суммы несовместных событий А и В равна сумме вероятностей этих событий:
Р(А + В) = Р(А) + Р(В).
Два единственно возможных события называют противоположными.
Например, при бросании игральной кости события А (выпадание четного числа очков) и В (выпадание нечетного числа очков) — противоположные события; события С (выпадание 1 очка) и D (выпадание или 2, или 3, или 4, или 5, или б очков) — противоположные события.
Событие, противоположное событию А, обозначают . Говорят также, что событие  заключается в том, что в данном опыте событие А не произойдет.
Очевидно, что события А и  несовместны, а их сумма — достоверное событие: А +  = Ω, поэтому
Р(А) + Р() = 1.
Отметим еще, что события А и В несовместны, если их пересечение является невозможным событием, т. е. АВ = . Если события А и В несовместны, то 
Р (АВ) = 0.
Покажем, что справедливо равенство
Р(А U В) =Р(А) + Р(В) -Р(АВ).	(1)
Обозначим через А\В событие, заключающееся в том, что происходит событие А, но событие В не происходит. Так как события А и В\АВ несовместны и A U В = А + В\АВ, то
Р (А U В) = Р (А) + Р (В\АВ).	(2)
Так как события В\АВ и АВ несовместны и очевидно, что В = В\АВ + АВ, то
Р (В) = Р (В\АВ) + Р (АВ).	(3)
Из равенств (2) и (3) следует равенство (1).
2.2. Повторные независимые испытания
Не всегда удается определить вероятность р события априори (от лат. a priori — независимо от опыта), как это имеет место с бросанием монеты или игральной кости. Но если возможно опыт повторить n раз, то при большом n относительная частота события  может рассматриваться как приближенное значение вероятности ()этого события.
При большом количестве опытов относительная частота события, как правило, мало отличается от вероятности этого события. Эту закономерность называют статистической устойчивостью относительных частот.
Отметим, что, чем больше проводится опытов, тем реже встречается сколько-нибудь значительное отклонение относительной частоты от вероятности.
Замечание. Если относительную частоту события принять по определению за приближенное значение вероятности этого события, то получим так называемое статистическое определение вероятности.
Приведенное определение вероятности событий называют классическим определением вероятности.
Существует еще и аксиоматическое определение вероятности, в котором определение вероятности задается перечислением ее свойств. При аксиоматическом определении вероятность задается как функция Р(А), определенная на множестве М всех событий, определяемых данным опытом, которая (для опытов с конечным числом исходов) удовлетворяет следующим аксиомам:
1)	0≤ Р (А) ≤1 для любого события А из М;
2)	Р (А) = 1, если А — достоверное событие;
3)	Р (А + В) = Р (А) + Р (В), если события А и В несовместны.
Теорию, изучающую вероятность событий лишь для опытов с конечным числом исходов, называют элементарной теорией вероятностей.
Конечно, существуют и опыты с бесконечным числом возможных событий. Теорию, изучающую вероятность таких событий, называют общей теорией вероятностей.
В общей теории вероятностей свойство 3 понимается в расширенном смысле:
Р (А1 +A2 +…) = Р (А1) + Р (A2) +… .
Свойства 1—3 называют аксиомами Колмогорова теории вероятностей. Именно А. Н. Колмогоров впервые в 1933 г. дал аксиоматическое построение теории вероятностей.

Раздел 13: Уравнения и неравенства
Тема 1:Примеры решения тригонометрических уравнений

1. Простейшие тригонометрические уравнения
Пример 1.
2sin(3x - /4) -1 = 0. 
Решение. 
Решим уравнение относительно sin(3x - /4): 
sin(3x - /4) = 1/2,
отсюда по формуле решения уравнения sinx = а находим: 
3х - /4 = (-1)n arcsin 1/2 + n, n Є Z; 
Зх - /4 = (-1)n /6 + n, n Є Z; 
3x = (-1) n /6 + /4 + n, n Є Z; 
x = (-1) n /18 + /12 + n/3, n Є Z.
Если k = 2n (четное), то х = /18 + /12 + 2 n/3, n Є Z. 
Если k = 2n + 1 (нечетное число), то х = - /18 + /12 + ((2 n + 1) )/3 = 
= /36 + /3 + 2n/3 = 13/36 + 2 n/3, n Є z. 
Ответ: х1 = 5/6 + 2n/3, n Є Z, x2 = 13/36 + 2n/3, n Є Z, 
или в градусах: х1 = 25° + 120 · n, n Є Z; x2 = 65° + 120° · n, n Є Z. 

Пример 2.
sinx + 3cosx = 1.
Решение.
Подставим вместо 3 значение ctg /6, тогда уравнение примет вид: 
sinx + ctg /6 cosx = 1; 
sinx + (cos /6)/sin /6 · cosx = 1; 
sinx sin /6 + cos /6 cosx = sin /6; 
cos(x - /6) = 1/2 
По формуле для уравнения cosx = а находим: 
х - /6 = ± arccos 1/2 + 2n, n Є Z; 
x = ± /3 + /6 + 2n, n Є Z; 
x1 = /3 + /6 + 2n, n Є Z; x1 = /2 + 2n, n Є Z; 
x2 = - /3 + /6 + 2n, n Є Z; x2 = - /6 + 2n, n Є Z;
Ответ: x1 = /2 + 2n, n Є Z; x2 = - /6 + 2n, n Є Z.
2. Двучленные уравнения
Пример 1. 
sin3x = sinx. 
Решение. 
Перенесем sinx в левую часть уравнения и полученную разность преобразуем в произведение: 
sin3x - sinx = 0; 
2sinx · cos2x = 0 
Из условия равенства нулю произведения получим два простейших уравнения: 
sinx = 0 или cos2x = 0; 
x1 = n, nЄZ, x2 = /4 + n/2, nЄZ. 
Ответ: x1 = n, nЄZ, x2 = /4 + n/2, nЄZ. 
3. Разложение на множители
Пример 1. 
sinx + tgx = sin2x/cosx. 
Решение. 
cosx 0; x /2 + n, n Є Z; 
sinx + sinx/cosx = sin2x/cosx; 
Умножим обе части уравнения на cosx: 
sinx · cosx + sinx - sin2x = 0; 
sinx(cosx + 1 - sinx) = 0; 
sinx = 0 илиcosx - sinx +1=0; 
x1 = n, n Є Z; cosx - cos(/2 - x) = -1; 
2sin /4 · sin(/4 - x) = -1; 
2 · sin(/4 - x) = -1; 
sin(/4 -x) = -1/2; 
/4 - x = (-1) n+1 arcsin 1/2 + n, n Є Z; 
x2 = /4 - (-1) n+1 · /4 - n, n Є Z; 
x2 = /4 + (-1) n · /4 + n, n Є Z. 
Еслиn = 2n (четное), тоx = /2 + n, 
если n = 2n + l (нечетное), то x = n. 
Ответ: x1 = n, n Є Z; x2 = /4 + (-I) n · /4 + n, n Є Z. 
4. Способ подстановки 
Пример 1. 
2sin2x = 3cosx. 
Решение. 
2sin 2x - 3cosx = 0; 
2 (l - cos2x) - 3cosx = 0; 
2cos2x + 3cosx - 2 = 0 
Пусть z = cosx. 
2z 2 + 3z – 2 = 0; 
Д = 9 + 16 = 25; 
Д = 5; 
z1 = (-3 + 5)/4 = 1/2; 
z2 = (-3-5)/ 4 = -2 — не удовлетворяют условию для z.
Тогда решим одно простейшее уравнение: 
cosx = 1/2; 
х = ± /3 + 2n, n Є Z. 
Ответ: х = ± /3 + 2n, n Є Z.
5. Однородные уравнения
Однородные тригонометрические уравнения имеют такой вид: 
a sin2x + b sinxcosx + c cos2x = 0 (однородное уравнение 2-й степени) или
a sin3x + b sin2x cosx + c sinx cos2x + d sin3x = 0 ит. д
В этих уравнениях sinx ≠ 0, cosx ≠ 0. 
Решаются они делением обеих частей уравнения на sin2x или на cos2x и приводятся к уравнениям относительно tgx или ctgx. 
Пример 1. 
3sin22x - 2sin4x + 3cos22x = 0.
Решение. 
Разложим sin4x по формуле синуса двойного угла, получим уравнение;
3sin22x - 4sin2xcos2x + 3cos22x = 0 
Разделим на cos 2 2x. Уравнение примет вид: 
3tg22x – 4tg2x + 3 = 0 
Пусть z = tg2x, тогда: 
3z2 - 4z + 3 = 0; 
z1 = (4 +2)/2 3 = 6/2= 3; 
z2 = (4 – 2)/2= 1/3 
tg2x = 3 или tg2x = 1/ 3 
2x = /3 + n, n Є Z; 
2x = /6 + n, n Є Z; 
x1 = /6 + n/2, n Є Z ; 
x2 = /12 + n/2, n Є z. 
Ответ: x1 = /6 + n/2, n Є Z ; x2 = /12 + n/2, n Є z. 
6. Уравнение вида a sinx + b cosx = с
Пример 1.
3sinx + 4cosx = 5 
Решение. 
Разделим обе части уравнения на 5, тогда:
3/5sinx + 4/5cosx = 1 
sinj = 4/5; cosj = 3/5; sin(x+ j ) = 1, x + j = /2 + 2n, nЄZ. 
Ответ: x = /2 - arcsin 4/5 + 2n, nЄZ. 
7. Тригонометрические уравнения, в которых под знаком тригонометрической функции находится функция 
Особого внимания заслуживают тригонометрические уравнения со сложной зависимостью, когда под знаком тригонометрической функции находится какая-либо другая функция. Эти уравнения требуют дополнительного исследования множества решений. 
Пример 1. 
tg(x 2 + 5x)ctg 6 = 1.
Решение. 
Запишем уравнение в виде: 
tg(x2 +5x) = tg6. 
Учитывая, что аргументы равных тангенсов отличаются на свои периоды, имеем: 
х2 + 5х = 6 + n, n Є Z; 
х 2 + 5х - (6+ n) = 0, n Є z; 
Д = 25 + 4(6 + n) = 49 + 4 n, n Є Z;
х1,2 = (-5 ± 6(49 + 4 n))/2, n Є z 
Решение имеет смысл, если 49 + 4 n > 0, т.е. n -49/4 ; n -3.

Тема 2:Примеры решения тригонометрических неравенств
При решении неравенств с тригонометрическими функциями существенно используется периодичность этих функций и их монотонность на соответствующих промежутках. Простейшие тригонометрические неравенства. Функция sin x имеет положительный период 2. Поэтому неравенства вида: sin x>a, sin x>=a, sin x<a, sin x<=a. 
Достаточно решить сначала на каком-либо отрезке длины 2. Множество всех решений получим, прибавив к каждому из найденных на этом отрезке решений числа вида 2πn, nЄZ. 
1. Решить неравенство sin х> .
Решим неравенство на промежутке [- ; ]. Построим график функции 
у = sin х.
[image: C:\WINDOWS\Temp\FineReader10\media\image5.jpeg]
Множество всех решений данного неравенства на отрезке [- ; ], есть интервал (- ; ). В силупериодичности решениями исходного неравенства
являются все значения х, удовлетворяющие неравенству 
-  2πn< х <+ 2πn, nЄZ.

Тема 3: Примеры решениятригонометрических уравнений
 Решить систему
Решение. Разложим левую часть второго уравнения на множители (sinх + cosу)(sinх - cosу) = 1. Так как sinх + cosу = 1,« второе уравнение приводится к виду sinх -cosу = 1. Исходная система равносильна следующей:




Решение системы: (	 ),k,.
Тема 4: Решение логарифмических уравнений
Решение простейшего логарифмического уравнения  = , где a > 0, a 1, основано на следующем важном свойстве логарифмов.

Логарифмы двух положительных чисел по одному и тому же положительному и отличному от единицы основанию равны тогда и только тогда, когда равны эти числа.
Поэтому, чтобы решить уравнение
 = ,	(1)
а)	надо решить уравнение f(x) = ; (2)
б)	из найденных корней отобрать те, которые удовлетворяют исходному уравнению (1). Так как при переходе от уравнения (1) к уравнению (2) О.Д.З. исходного уравнения может расшириться, в результате чего могут появиться посторонние корни, проверка найденных корней может состоять в том, что отбираются те из них, которые удовлетворяют неравенствам: f(x) > 0 и 
g(x) > 0. Остальные корни уравнения f(x) = g(x) являются посторонними для уравнения  = .
Уравнение вида loga f(x) = b, а > 0, а 1 равносильно уравнению f(x) = аb.
К простейшим логарифмическим уравнениям относится также уравнение вида logx А = В, А > 0, которое
1)	при А 1, В0 имеет единственный кореньx= ;
2)	при А = 1, В = 0 имеет своим решением любое положительное число, отличное от единицы;
3)	при А=1 и В 0 не имеет корней;
4)	при А 1 и В = 0 не имеет корней.
1. Решить уравнение log3 (х2 - Зx - 5) = = log3(7-2x).
Решение. От заданного уравнения перейдем к уравнению х2 - Зх - 5 = 7 - 2х, откуда находим корни х1=- 3, х = 4. Так как О.Д.З. исходного уравнения находится из решения системы


проверку найденных значений х выполним с помощью неравенств системы. Число -3 этой системе неравенств удовлетворяет, а число 4 — нет. Значит, 4 — посторонний корень.

2. Решить уравнение log2 (х2 + 4х + 3) = 3.
Решение. Данному уравнению удовлетворяют те значения х, для которых выполняется равенство х2 + 4х+ 3 = 23. Мы получим квадратное уравнение, корни которого равны 1 и - 5. Следовательно, числа 1 и - 5 — корни исходного уравнения.

3. Решить уравнение 0,2 logх = - 0,5.
Решение. О.Д.З.: х > 0, х  1. Посколькуlogх, и, следовательно, исходное уравнение равносильно уравнению 
0,25 = -0,5 или logx= -откуда  = или х = = 4. Число 4 — единственный корень исходного уравнения.


Решение логарифмических уравнений методом введения новой переменной рассмотрим на примере.

4. Решить уравнениеlog52x--3 = 0.
Решение. О.Д.З. уравнения: х > 0. Перейдем во втором слагаемом к основанию 5 и сделаем замену переменной log5 х = t. Тогда
 = = 
Уравнение перепишется в виде t2 - 2t - 3 = О. Корни этого квадратного уравнения 3 и - 1. Следовательно, решение свелось к решению совокупности уравнений:


 .

Оба значения принадлежат О.Д.З.
Тема 5: Решение логарифмическихнеравенств
При решении логарифмических неравенств вида loga f(x) >loga g(x) следует иметь в виду, что функция у = loga х возрастает при а > 1 и убывает при
 0 < а < 1. Следовательно,<=>


<=>


Пример 5. Решить неравенство log7< 0

Решение. Поскольку 0 = log71, то данное неравенство можно преобразовать к виду log7< log71.
Так как основание логарифма больше единицы, то полученное неравенство равносильно системе 

Неравенство > 0 выполняется для всех х из области (- ; 2)U(3; ).

Неравенство <=>- 1 < 0  <=>< 0 

<=> х - 3 < 0<=> х < 3.

Следовательно, система (1) равносильна системе требований:, то есть < х < 2.

Тема 6: Решение показательных уравнений

Решение показательных уравнений основано на свойстве степеней: две степени с одним и тем же основанием (положительным и отличным от единицы) равны тогда и только тогда, когда равны их показатели.
Поэтому показательное уравнение вида аf(х) = аg(х) ,где а > 0 и а  1, равносильно уравнению f(x) = g(x).
Уравнение вида ах = b, где а > 0 и а1, b> 0, следует решать так:
ах = b<=> ах = <=> х = .
1. Решить уравнение 4х = 82х - 3.
Решение. Поскольку
4х = (22)х = 22х, 82х-3 = (23)2х-3 = 26х-9, то
4х = 82х-3 
 22х =26х-9
2х = 6х - 9 
x= .
Иногда при решении показательных уравнений используют метод введения новой переменной. Рассмотрим этот прием решения на примере.
2. Решить уравнение 4х + 2Х+1 - 24 = 0.
Решение. Так как 4х = (22)х = 22х, то уравнение можно переписать в виде: 
(2x)2 + 2 • 2х - 24 = 0.
Введем новую переменную у = 2х. Получим квадратное уравнение у2 + 2у - 24 = 0, корни которого у1 = - 6 и у2 = 4. Следовательно, задача сводится к решению совокупности уравнений
2х = - 6, 
2х = 4.
Первое из уравнений не имеет корней, так как 2x> 0 для любого xЄR. Из второго уравнения находим: 2х = 22, откуда х = 2.
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